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Organisation générale du cours

4 séances de 2 heures de CM :
Cours 1 - S. Aubourg
m Introduction aux réseaux de génes.
Cours 2 - O. Goudet
m Introduction 3 la causalité.
m Notions d'indépendance entre différentes variables.
m Graphes non dirigés.
Cours 3 - O. Goudet
m Graphes dirigés.
m Causalité paire a paire.
Cours 4 - O. Goudet

m Méthodes d'inférence de réseaux utilisées en bioinformatique.
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Plan du cours aujourd’hui

Introduction et notations

]

Hypothéses pour la causalité

(]

Classes d'équivalence de Markov

Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

&

Méthodes d'inférence d'un graphe dirigé
m Méthodes d'inférence locales a base de contraintes
m Méthodes a base de scores de vraisemblance
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Introduction et notations

Section 1

Introduction et notations
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Introduction et notations

Modeles graphiques dirigés

m Dans cette partie, on considére uniquement des graphes dirigés sans
cycles, appelés DAG pour Directed Acyclic Graph.
m Chaque modéle correspond a un graphe G = (V/, E), avec:
m V, I'ensemble des noeuds du graphe (chaque noeud V; € V correspond
a une variable X; de X).
m £, I'ensemble des liens dirigés du graphe. On note (V;, V) € E une
paire ordonnée qui correspond a un lien dirigé de V; vers V;.
m On définit I'ensemble des parents de V; dans le graphe G comme
pag(V}) = {V; € V: (V,, V}) € E}.
] Ensemble des descendants de V; dans G :
deg(V)) = {V; € V: Vi =V, ot V; = -+ — V, € G}.
] Ensemble des non- descendants de V dans G : ndg(V;) = V\deg(V)).
m Ensemble des ancétres de V; dans g :
ang(Vj)={VieV:Vi=Viou Vi —»--- =V, € G}.
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Introduction et notations

Représentation du graphe dirigé par une matrice d'adjacence

m Un graphe dirigé avec d variables peut étre représenté par une matrice
binaire A représentant tous les liens dirigés entre les variables.

m Aj = 1si et seulement si il y a un lien dirigé du noeud V; vers le
noeud V; dans le graphe G, A;; = 0 sinon.

m Remarque : pour un DAG, la matrice A peut étre mise sous la forme
d'une matrice triangulaire supérieure stricte (moyennant
éventuellement un réindicage des variables). Pour un DAG, on a donc
toujours A9 = 0.
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Introduction et notations

Chemins dans un graphe dirigé

m On dit que les sommets V; et V; sont adjacents dans le DAG
G=(V,E)si(V;,V;)€e Eou (V},V;) € E.

m Un chemin est une séquence de noeuds tels que les noeuds successifs
sont adjacents.

m Si=(Vo, V4,..., Vk) est un chemin alors on dit que V et Vj sont
les points de terminaison du chemin 7.

m Un sommet V; qui n'est pas un point de terminaison est un collider de
wsi Vi1 — Vj < Vi1 est un sous-chemin de 7. Sinon V; est un
non-collider de .
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Introduction et notations

Notions de d-connexion et de d-séparation

m Deux sommets V; et V; dans un DAG G = (V, E) sont dits
d-connectés étant donné un ensemble de variables C C V\{V;, V;} si
G contient un chemin 7 avec les points de terminaison V; et V; tel
que :
m Tous les colliders de 7 sont dans ang(C)
m Il n'y a pas de non-collider de 7 dans C.
m On dit que deux ensembles de variables disjoints A, B C V sont
d-connectés étant donné C C V\(AU B) s'il existe deux sommets
Vi € Aet V; € B qui sont d-connectés étant donné C.

m Si ce n'est pas le cas, alors C d-sépare A et B dans le graphe G, ce
qui pourra se noter A lLg B|C.
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Introduction et notations

Exemples de d-connexion et de d-séparation

m Le sommet V5 est un collider du chemin V] — V5 + V3 — V4, tandis
que ce n'est pas un collider du chemin V; — Vb — V.

m V) et Vi sont d-connectés étant donné C = {V}, C = {Vs} et
C = {V,, 5}, mais d-séparés étant donnés tous les autres
sous-ensembles C" de C = {V», V3, V5 }.
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Introduction et notations

Relation de d-separation non monotone

Attention, contrairement a la notion de séparation dans les graphes non
dirigés, la d-separation dans les DAG n'est pas monotone, dans le sens ol
A 1l g B|C n'implique pas que A 1Lg B|C’ pour tout ensemble C’ tel que
ccc.
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Introduction et notations

Exemple. Relation de d-separation non monotone.

m Ici, ona Vg g Vu|{V7}.
m Mais V@ _Jd/_g V4|{V7, V5}

m En effet, le sommet V5 a parmi ses ancétres le sommet V5 qui est un
collider du chemin Vg — V4 — Vb — V3 — V4, ce qui "connecte"
maintenant les sommets Vg et V4 via ce chemin alternatif.
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Hypothéses pour la causalité

Section 2

Hypothéses pour la causalité
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Hypothéses pour la causalité

Hypotheéses sur les données pour les graphes dirigés -

Propriétés de Markov

m Un vecteur de variable aléatoire X = (Xi,..., Xy) associé aux
sommets de V satisfait la propriété de Markov locale (Ld) par rapport
au DAG G si pour tout V; € V :

Xit AL Xndg (vi)\pag (Vi) Xpag (Vi) (2)

m X satisfait la propriété de Markov globale (Gd) par rapport au graphe
G si Xa AL Xg|Xc pour tous les triplets d'ensembles de variables
disjoints A, B, C C V tels que C d-separe A et B dans G, ce qui peut
se noter A lLg B|C.

m Si G est un DAG, les propriétés de Markov locale (Ld) et globale (Gd)
sont équivalentes (Lauritzen et al., 1990). Voir preuve pdf annexe du
cours.

m Si X satisfait la propriété de Markov globale par rapport au graphe G
alors G est appelé une independence map de X.
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Hypothéses pour la causalité

Exemple de DAG et propriétés de Markov

m Le noeud V5 est un collider du chemin Vi — V, < V3 — V4, tandis
que ce n'est pas un collider du chemin Vi — Vo — V5.

m Pour le noeud V4, la propriété de Markov locale requiert
Xa AL (X1, X2, X5)| X3.

m Vj et Vi sont d-connectés étant donné C = {V}, C = {Vs} et
C = {V,, V5}, mais d-séparés étant donnés tous les autres
sous-ensembles C’ de C = {\V, V3, Vs5}, la propriété de Markov
globale impose que X; L Xy|X¢r pour tous ces sous-ensembles C’ de
sommets.
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Hypothéses pour la causalité

Hypotheéses sur les données pour les graphes dirigés -

faithfullness

m Un DAG est une perfect map de X si pour tout les ensembles de
variables disjoints deux a deux A,B,C C V : Al g B|C si et
seulement si X 1L Xg|Xc .

m Une perfect map nécessite donc la propriété de Markov globale mais
aussi son implication inverse appelé faithfulness :

XA J_LXB|XC = A J_Lg B|C

m En particulier, si C est I'ensemble vide, et les ensembles A et B sont
des singletons A = {V;} et A= {V;}, alors cette hypothése donne
Xi AL X; = Vi Alg V;|{}. Ou encore, si X; 1L X alors les sommets V;
et V; ne sont pas adjacents dans le graphe.
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Hypothéses pour la causalité

Exemple de cas unfaithful

Smoking
\
- Exercise

+

Health

(Scheines, R. (1997)

m On suppose que ce graphe imaginaire est le vrai graphe causal sous-jacent. Il
y a deux chemins dans ce graphe qui ont un effet sur la santé a partir de la
variable "Fumer" (I'un a un impact positif, |'autre négatif).

m |l peut arriver que ces deux impacts se compensent et qu'on mesure en fait
empiriquement Smoking 1 Health.

m Ce cas est exclu par I'hypothése de faithfullness, sinon on ne peut jamais
retrouver le vrai graphe causal.
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Hypothéses pour la causalité

Hypotheéses sur les données pour les graphes dirigés - causal

sufficiency

m Hypothése de causal sufficiency : il n'existe pas de paires de variables
{Xi, X;} de X ayant une cause commune qui n'est pas dans Xy ;.

m Cette hypothése est souvent faite a cause d'effets confondants cachés.

m Remarque : si on fait cette hypothése et qu'on observe que V; et V;
sont adjacents dans le graphe, alors ou a forcément V; — V; ou bien
V; — V.

m Vu différemment, si une variable "cachée" causait a la fois X; et X;,
ces deux variables pourraient devenir dépendantes, alors qu'il n'y pas
d’arc dirigé entre les deux (cf. exemple chocolat et prix Nobel du
cours précédent).

Olivier Goudet (Université d’'Angers ) 20 janvier 2026 17 /69



Classes d’équivalence de Markov

Section 3

Classes d'équivalence de Markov
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Classes d’équivalence de Markov

Graphes Markov équivalents

m Deux graphes G et G’ sont Markov équivalents si A ILg B|C est
équivalent 3 A lLg B|C.

m Deux graphes sont Markov équivalents s'ils ont le méme squelette et
les mémes v-structures (Verma and Pearl, 1991).

m Une v-structure est un triplet de sommets tels que V; — V| <V,
avec V; et V; non adjacents.
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Classes d’équivalence de Markov

CPDAG : Completed Partially Directed Acyclic Graph

m Chaque classe d'équivalence de Markov peut étre représentée par un
CPDAG (Completed Partially Directed Acyclic Graph) qui a des liens
dirigés et des liens non dirigés.

m Un CPDAG a le lien dirigé V; — V; si et seulement si cette arc
Vi — V; est commun a tous les DAGs de la classe d'équivalence.

m Si la classe contient un DAG avec V; — V; et un autre DAG avec
V; — V; alors le CPDAG a le lien non dirigé V; — V;
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Classes d’équivalence de Markov

Exemple : classes d'équivalence de Markov

Squelette:

3 classes d'équivalence de Markov: A 1L C|B

@00 @0 @eE©

Exemple

Richesse du pays

g ~
Consommation Number of
de chocolat Prix Nobel
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Classes d’équivalence de Markov

V-Structure: A )L C|B

Exemple

Expérience opérateur Complexité machine

Accident
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Classes d’équivalence de Markov

Exemple CPDAG

(a) Le vrai DAG G. (b) Le CPDAG de G.
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Classes d’équivalence de Markov

Lien entre squelette et graphe moral

m Le squelette d'un graphe dirigé est le graphe non dirigé obtenu en
remplacant tous les arcs dirigés par des arcs non dirigés.

m Le graphe moral G™ de G est construit en ajoutant un arc entre V; et
V; pour chaque v-structure V; — Vi < V; et en prenant le squelette
du graphe résultant.

m Si G est une perfect map de X alors G™ est le graphe des
indépendances conditionnelles de X (cf. cours 2).

m Le squelette d'un DAG est un sous-graphe de son graphe des
indépendances conditionnelles.
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Classes d’équivalence de Markov

Squelette et graphe moral

) Le squelette du DAG G. ) Le graphe moral G™ de G.
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Classes d’équivalence de Markov

Couverture de Markov

m La couverture de Markov (Markov Blanket) du sommet V; associé a la
variable X; est le sous ensemble minimal de variables MB(V;) de
V\V; tel que :

Xi AL X\ (mB(x;)uv) [ Xms(v)

m Si G est une perfect map de X alors MB(V;) correspond a I'ensemble
des voisins de V; dans le graphe moral de G : MB(V;) = nbgm(V}).

m L'identification de cette couverture de Markov est un probléme général
de sélection de variables (cf. fin du cours 2).
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Classes d’équivalence de Markov

Relations d'adjacence dans un graphe non-dirigé G et dans

un graphe dirigé G

m Attention, la notation d'adjacence dans un graphe non-dirigé G™ n'est
pas la méme que dans un graphe dirigé G .
m Si on fait les hypothéses de Markov et faithfullness :
m Pour un graphe non dirigé G™ on a (cf. cours précédent) :

{Vi,Vi} € E = X; L Xj|X\i
m Pour un graphe dirigé G :
(Vi,V;) € Eou (V;, Vi) € E<+= 3C,C C V\{V,, V;}, X; 1L Xj|Xc

m Pour un graphe dirigé G, en particulier avec C = {}, si X; AL Xj, alors
Xi 1L X;|C, donc V; et V; ne sont pas adjacents dans le graphe.

m Ou encore, si V; et Vj sont adjacents dans le graphe alors on doit avoir
Xi JLX;.
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Classes d’équivalence de Markov

Exemples : relations d’'adjacence dans un graphe non-dirigé

g™ et dans un graphe dirigé G

) Le vrai graphe causal G. (b) Le graphe moral G™ de G.

m Il y a une v-structure V3 — Vi < V4. On observe X3 1L X; et
X3 U X4‘X5 (et aussi X3 [ X4|X\374).

m Comme X3 1L X4, les sommets V3 et V4 ne sont pas adjacents dans le
graphe dirigé G.

m Mais comme X3 JI X4|X\34, le lien V3 — Vj existe dans le graphe non
dirige G™.



Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

Factorisation de la distribution jointe suivant le graphe

m On dit que la distribution jointe p(x) de X se factorise suivant le DAG
G = (V, E) si on peut écrire :

d

p(x) = [ P 1%pag() (3)

j=1

m On parle dans ce cas de réseau bayésien.

m Cette propriété de factorisation est équivalente a la propriété de
Markov locale et globale dans le cas d'un DAG (Verma and Pearl,
1990).

m Intérét de cette factorisation : la fonction de vraisemblance du modéle
se factorise en d fonctions de vraisemblance locales qui peuvent se
calculer séparément.
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

Exemple de factorisation

Sur le graphe ci-dessus, les V; sont remplacés directement par les X; pour
plus de clarté.
La factorisation de p(x) suivant G prend la forme :

p(x) = p(x1)p(x2|x1, x3) p(x3) p(xa|x3) p(x5|x2)
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

Modele fonctionnel causal ou SEM (Structural Equation

Model)

m Un DAG G = (V, E) peut aussi &tre vu comme un modéle fonctionnel
causal (FCM : Fonctional Causal Model) ou modéle d'équations
structurelles (SEM).

m Ici par simplicité, le sommet V; est remplacé par la variable X;.

m Si X satisfait la propriété de Markov par rapport & G alors il existe des
variables aléatoires indépendantes E; et des fonctions f; telles que :

Xi f}(Xpag(X,-)a E,'), for i = 1,...,d (4)

m De facon réciproque s'il existe un FCM satisfait par X alors X satisfait
la propriété de Markov par rapport 3 G.
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

Exemple FCM

{E{_'::

E4 X1 = (k)
gf 2 / Xo = H(X1, B2)

X3 = f3(X1, E3)

@ X = fa(Es)
E5 Xs = fo(Xs, X, Es)

Figure 1: Exemple de modéle fonctionnel causal (FCM) avec X = (Xy,...,Xs): A
gauche : graphe causal G; A droite : mécanismes causaux.
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

FCM et réseaux bayésiens

m Connaitre le FCM, donne une factorisation de p suivant le graphe
(réseau bayésien).

m Par contre connaitre le réseau baysien et la factorisation de p ne
donne pas |'expression du FCM.

m La représentation avec un FCM donne plus d'information que la
représentation avec un réseau bayésien.

m La représentation avec un FCM permet de raisonner sur des
interventions qui pourraient &tre effectuées sur le graphe causal.
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

Exemple d'intervention expérimentale

m A partir du graphe précédent, on peut choisir d'effectuer une
intervention expérimentale sur X3, de telle maniére que X3 soit
générée 3 partir de E3 uniquement et non plus a partir de Xj et E3 (on
coupe le lien X1 — X3).

m On peut en déduire la nouvelle distribution d'intervention résultante a
partir du nouveau modéle causal :

‘Ep
-
f
By =y (Ey X =4(5)
N\ e e X2 = (X1, E2)
f 3 fa X3 = f3(E3)
Xy = f4(Ea)
@ B (X Xs = fs(Xs, Xa, E
& 5 — 5( 3, N4, 5)
f'
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Réseau bayésien et modéle fonctionnel causal

Lien entre FCM et modéle gaussien

m Si toutes les fonctions f; sont linéaires et que les variables aléatoires E;
sont indépendantes entre elles et suivent chacune une distribution
normale centrée réduite, alors on peut écrire :

X = XB +E,

avec la matrice B € R¥*9 qui a des coefficient nuls bij si
Xi & pag(X;) et E = (E1, ..., Eq), avec B triangulaire supérieure stricte
(moyennant éventuellement un réindicage des indices des variables).

m Ici (/ — B) est inversible car |/ — B| =1 (I — B est triangulaire avec
des 1 sur la diagonale).

m La solution du FCM est X = E(/ — B)~L.

m X suit donc une distribution gaussienne multivariée de matrice de
covariance Cov(X) = (I — B)~!" Cov(E)(/ — B)™L.
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Méthodes d'inférence d'un graphe dirigé
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Méthodes d’inférence d'un graphe dirigé Méthodes d’inférence locales a base de contraintes

Subsection 1

Méthodes d'inférence locales a base de contraintes
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Méthodes d’inférence d'un graphe dirigé Méthodes d’inférence locales a base de contraintes

Méthodes d'apprentissage locales a base de contraintes

m Avantage : méthode générique. Peut fonctionner quel que soit les
distributions sous-jacentes des données (donc pas uniquement dans le
cas gaussien multivarié).

m D’aprés les hypothéses de Markov, de faithfullness et de causal
sufficiency, moyennant le fait d'établir toutes les relations
d'indépendance conditionnelle entre les variables, on retrouve le

CPDAG de G.

m Pour qu'une garantie théorique d'identifiabilité soit apportée, il est
nécessaire de supposer que les tests d'indépendance conditionnelle
sont "parfaits" (oracle).

m En pratique on choisira un test indépendance conditionnel adapté aux
données a traiter. Par exemple, si on sait que les données sont

gaussiennes, on effectuera des tests de corrélation partielle (cf. cours
2).
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Méthodes d’inférence d'un graphe dirigé Méthodes d’inférence locales a base de contraintes

Méthodes d'apprentissage locales a base de contraintes

m Ces algorithmes d'inférence se déroulent classiquement en trois étapes

retrouver le squelette du graphe,
Identifier les v-structures,
et appliquer des régles de propagation.
m Avantage de ces méthodes : tout type de test d'indépendance
conditionnelle peut &tre utilisé (e.g. corrélation partielle ou tests non
paramétriques comme KCI (Zhang et al., 2012)).

m Désavantages : en pratique difficile de faire ces tests en haute
dimension + propagations d'erreurs possibles.
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Méthodes d’inférence d'un graphe dirigé Méthodes d’inférence locales a base de contraintes

Retrouver le squelette

m Deux sommets V; et V; sont adjacents dans le graphe dirigé G si et
seulement si il n'existe pas d’ensemble de sommets C C V\(V;, V)
(méme vide) qui les d-sépare.

m Donc si G est une perfect map de X, on sait V; et V; sont adjacents
dans le graphe dirigé G si et seulement si il n'existe pas de sous
ensemble Xc de variables (méme Xc = {}) de X tel que
X 1L X;|Xc.

m Une approche naive pour savoir si X; et X; sont adjacents est de faire
touts les tests d'indépendance conditionnelle par rapport a tous les
sous-ensembles de variables X¢ C X, ;; (Algorithmes SGS (Verma and
Pearl, 1991)).

m Le nombre de tests a effecter augmente exponentiellement avec le
nombre de variables.

m Une amélioration a été proposée par Spirtes et al. (2000) pour réduire
le nombre de tests a effectuer (Algorithme PC).
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Méthodes d’inférence d'un graphe dirigé Méthodes d’inférence locales a base de contraintes

Algorithme PC Spirtes et al. (2000)

m L'idée est de limiter le nombre de tests d'indépendance en remarquant
que si le graphe G est une perfect map alors on a I'équivalence
suivante : V; et V; ne sont pas adjacents dans G si et seulement si
XJ.LX| pag\/)OUXJ.LX| ag(V
Voir preuve pdf annexe du cours.

m Comme les parents ne sont pas connus, il faut s’assurer que tous les
tests suivants sont faits : X; 1L Xj|X¢ pour tout C tel que
C C adjg(V;) et C C adjg(V)).
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Méthodes d’inférence d'un graphe dirigé Méthodes d’inférence locales a base de contraintes

Algorithme PC (Spirtes et al., 2000)

Retrouver le squelette :

m On part du graphe complet sur V.

m On effectue les tests d'indépendance paire a paire et on retire |'arc
correspondant si les variables ne sont pas dépendantes.

m Pour chaque paire de variables encore adjacentes, on effectue des tests
d'indépendance conditionnelle étant donné tous les autres
sous-ensembles de variables de cardinalité ¢ = 1. On retire un arc si
une indépendance conditionnelle est trouvée.

m On continue de cette maniére en augmentant de 1 le paramétre ¢ tant
que ¢ < maxy,ev|adjg:(V;)| ou G’ est I'état actuel du squelette.

Orienter les arcs :

m Identifier toutes les v-structures V; — Vi < V;.
m Appliquer des régles de propagation.
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Exemple d'application de I'algorithme PC (Spirtes et al.,

2000)

Vrai graphe causal
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Etape 0 : le graphe complet

Graphe complet
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Etape 1 : tests d'indépendance paire a paire

On commence avec ¢ = 0.
On retire un arc, si on observe X 1L Y|Z, avec Z = {}.

Dans ce cas, on observe que A 1L B|{}, donc I'arc A — B est retiré.

On ne peut pas retirer d'autres arcs a ce stade.
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Etape 2 : tests d'indépendance conditionnelle pour ¢ =1

m Maintenant c =1

m On retire un arc, si on observe X 1L Y|Z, avec |Z] = 1.

m Dans ce cas, on observe que AL D|C, A1 E|C, BA D|C, Bl E|C
et D1 E|C.
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Etape 3 : autres tests d'indépendance conditionnelle

m Le nombre de voisins de C est de 4, donc on n'a pas encore atteint la
condition d'arrét.

m Mais pour ¢ =2, ¢ =3 et ¢ = 4, on n'observe pas de nouvelles
relations d'indépendance conditionnelle.

m Le squelette est identifié.

Squelette du graphe
causal
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Etape 4 : identification des v-structures.

m On observe A L B|C. Comme de plus, A IL B, alors la v-structure
A — C — B est identifiée.

Identification V-Structure
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Etape 5 : application des régles de propagation.

m On observe A 1L D|C. Donc, il n'y a pas de v-structure A— C — D.

m De plus, forcément C — D ou bien D — C, (car C et D sont
adjacents dans le squelette), et donc comme A — C, on en déduit que
C—D.

m De méme on en déduit C — E.

Régle de propagation
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|dentification du CPDAG de §

m Dans certains cas, certains arcs ne peuvent pas étre orientés.
m On ne retrouve donc pas complétement le vrai graphe causal.

m On obtient la classe d'équivalence de Markov du graphe, représentée
par le CPDAG.

(a) Le vrai DAG G. (b) Le CPDAG de G.
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Subsection 2

Méthodes a base de scores de vraisemblance
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Autre approche pour inférer un graphe dirigé : méthodes a

base de calculs de vraisemblance

m Pour chaque variable observée X;, on construit un modéle de
régression de X; conditionnellement a I'ensemble des autres variables
X-

m On note qj(Xj[xp,(;.g) 7)) |a densité de ce modele probabiliste. Pour

simplifier, on note ici Xp,(j; G) a la place de Xpas(V))-

m Xp,(j; G) correspond au sous ensemble des variables selectionnées
dans le modéle, interprété dans ce cas comme les parents de V; qui
représente la variable X; dans le graphe candidat G.

m 7; sont les paramétres utilisés pour prédire X; a partir de Xp,(j; é)

m Iy a d modeéles gj(xj|xp, .y, 7j) (Markov Kernels) a apprendre
conjointement, en respectant la contrainte d'acyclicité globale sur le
graphe G.
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Score de log-vraisemblance global

m On note 7 = (71,...,74) I'ensemble des paramétres des d Markov
kernels & apprendre conjointement.

m Pour notre échantillon de données D supposées iid, pour chaque DAG
candidat G, en utilisant la propriété de factorisation de Markov, la log
vraisemblance négative pénalisée que I'on souhaite minimiser est

£"(G,7,D) Zzlogqj F(,(Jg),r,)JrAslg\ (5)

5111

avec As un hyperparamétre de la méthode et |§| le nombre total
d'arcs dans le graphe candidat G.
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Décomposition de la log-vraisemblance

On peut décomposer la log vraisemblance de chaque Markov kernel de la fagon
suivant (cf. fin du cours précédent) :

(O (0) ) (&)
log q; (x|« 7)) =1lo ] |XPa(j;gA)’TJ) +lo elie Pajg))
B o TR GO0 T p )
J 17 Pa(ji6) Jo 17—
- ©)
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Décomposition de la log-vraisemblance

m Chaque somme converge vers la constante
H(X;|X_;) quand n tend vers l'infini.

m D'aprés le slide 73, du cours précédent, si XEU-QA) correspond a

I'ensemble complémentaire de X; et ses parent dans G, alors

(0
p P N L - .-, .
Yy ((‘# est égal a l'information mutuelle conditionnelle
S X
J Pa(j;0)

empirique entre X; et XPa(j-é)' conditionné par Xpa(j@) :

P05 56y Xeatic)
n J Pa(_/ g Pa U; Q)
I"(Xj, Xpa:¢) [ Xpatiiy) = Z'og ( D0 oD 0
Pajg) Pa(J g) Pa(j;(_j)

(7)
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Décomposition de la log-vraisemblance

X(Z)\XM), 5T))
% mesure la capacité du modéle de
X

qj
m Le terme log
J Pa(j;C;)
régression g; a approcher p(xj(g)\xé?(j_é))
Xpa(J; Q) donnée.

m Quand n tend vers l'infini, ce terme converge vers 0 si I'on considére
un modéle génératif g; suffisamment flexible pour approximer
p(xj-|xpa(j;gA)), méme si G # G.

m En effet, d'aprés (Hyvédrinen and Pajunen, 1999), il est toujours
possible de trouver une fonction f; telle que X; ~ ﬁ(Xan_é), E;), avec

pour une selection de parents

E 1L XPa(j;(j)' correspondant a un modéle probabiliste conditionnel g;
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Score de log-vraisemblance conditionnelle négative a

minimiser

m Si on trouve des paramaétres 7 = (71, ...,74) tels que chaque terme
g——w 1w —— — 0 pour n— oo tendant vers l'infini, alors
p(xx)

( ()‘ 0) 7—.)
1
Z/ 1 )
Pa(j;é)

GG Ppagig)
asymptotiquement on a :

d
£5( ~ Z I"(Xj, Xe3:6) | Xpa(j.6)) T AslG] + cst. (8)
j=1
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|dentification de la classe d'équivalence de G

m Dans ces conditions, si on suppose de plus que les hypothéses de
Markov, faithfulness et causal sufficiency sont vérifiées, on a le résultat
suivant d'aprés (Kalainathan et al., 2022) (voir preuve dans le papier):

m Pour chaque DAG QA dans la classe d'équivalence de G,

lim P(£2(G, D) — £2(G, D)) = 0.

n— oo

m Pour chaque DAG G qui n'est pas dans la classe d'équivalence de G, il
existe As > 0 tel que:

lim P(3(G,D) > £§(G. D)) = 1.

m Donc asymptotiquement, les graphes dans la classe d'équivalence de G
sont ceux avec le plus petit score LZ(G, D) quand n — oo.
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Approche par sélection de modéles pour la recherche du

graphe causal

m Différentes méthodes de la littérature ont été proposées pour
minimiser ce score global :

£"(G, D) = ZZIoqu )|xpog),n)+As|§|. (9)

lel

m Différents types de modéles g; : modéles linéaire, modéles
non-linéaires avec bruit additif, réseaux de neurones génératif, etc.

m Différentes facons pour explorer I'espace des DAGs G de facon a
minimiser le score global :
m avec un algorithme glouton (opérateur : ajouter un arc, enlever un arc,
retourner un arc);
m avec des techniques de descente de gradient globales dans I'espace des
graphes.
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Heuristiques de recherche locale dans |'espace des graphes

m Dans le cas gaussien multivarié, I'algorithme glouton GES (Chickering,
2002) a été proposé pour réalisé cette tache. Dans cette approche, le
FCM est modélisé comme :

Xi= Y PXc+E, pouri=1,...d (10)
kePa(i:G)
modéle
m Dans la méthode CAM (Biihlmann et al., 2014), le FCM est modélisé
comme :
X; = Z fil(Xx) + E;, pouri=1,...,d (11)
kePa(i;G)
modéle

m Ces deux méthodes effectuent une recherche locale dans I'espace des
graphes pour retrouver le DAG qui minimise le score globale £"(G, D).
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Causal Generative Neural Network (Goudet et al., 2017)

m Dans le cas général, sans faire d'hypothése particuliére sur la
distribution des données.

m Apprentissage d'un modéle fonctionnel causal avec des réseaux de
neurones génératifs.

m Modéle fonctionnel causal :
X,‘ <— f;’(Xpa(,’;g), E,'), for i = 1, cey d (12)

m Idée : modéliser chaque mécanisme f; par un réseau de neurones
génératif.
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Causal Generative Neural Network (CGNN)

By
¥

(&P
X1 = fi(Er)
X, = (X1, Er)
Xs = f3(X1,Es)
Xy = fa(Es)
Xs = f5(X3,X4,Es)
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Heuristique de recherche globale dans |'espace des graphes

m Dans le cas gaussien multivarié, on peut utiliser le méme type
d'approche que la méthode du Glasso qui était utilisée pour apprendre
un graphe non-dirigé.

m La matrice de précision de X est une fonction qui dépend des
paramétres de B a apprendre 3 partir des données :

K(B) = (I — B)Ke(l — B)T.

m On note S |'estimée empirique de Cov(X), I'estimateur de

vraisemblance du modéle gaussien graphique est (cf. cours 2) :

L(B) = %log(]K(B)]) _ %Tr(K(B)S) - (13)
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Apprentissage d'un graphe dirigé dans le cas gaussien

multivarié

m Le probléme a résoudre est :

min — L(B) + A|[B]lx + 1l Blx (14)

m On retrouve la méme expression que pour la méthode Glasso (cf.
cours précédent), mais avec en plus une contrainte d'acyclicité globale
du graphe p||B9||;.

m Ce probléme peut étre résolue efficacement par descente de gradient

directement sur les paramétres de la matrice B (voir par exemple
Zheng et al. (2018)).
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Structural agnostic model (SAM) (Kalainathan et al., 2022)

m Apprentissage d'un modéle fonctionnel causal avec des réseaux de
neurones génératifs.

m Modéle fonctionnel causal :
Xi f,'(Xpa(,-;g), E,'), for i = 1,...,d (15)

m Chaque mécanisme f; par un réseau de neurones génératif.

m Un réseau de neurone discriminant (adversaire) est entrainé en
simultané pour juger de la qualité de reproduction des données.

m Une contrainte d'acyclicité globale est imposée pour que le graphe soit
un DAG.
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Structural agnostic model (SAM)

D: True Data
Structural gates P
. D Lo
— X, — 3 E l
. ~ Dgr[pld]
’ ~ Dxrlplgi]
5 \\.
- o"“\o
Generators f 1. Generated data Discriminator T,
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Limites de ces algorithmes

m Toutes ces méthodes sont limitées a la recherche de la classe
d'équivalence du DAG.

m En particulier si seulement deux variables sont observées, on ne peut
pas identifier de v-structures.

m Est-il possible de retrouver quand méme un DAG ?
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