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Résumé

Nous proposons dans cet article une traduction des for-

mules booléennes quantifiées vers le paradigme de la pro-
grammation par ensembles réponses. Le calcul d'une solu-
tion a une formule booléenne quantifiée devient alors équi-
valent au calcul d’'un modéle stable pour un programme

logique normal. Le cas des formules propositionnelles est
aussi considéré car étant équivalent au cas des formules
booléennes quantifiées uniquement existentiellement.

Mots Clef
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Abstract

We propose in this article a translation from Quantified
Boolean Formulae to Answer Set Programming. The com-
putation of a solution of a Quantified Boolean Formula is
then equivalent to the computation of a stable model for a
normal logic program. The case of propositional formulae
is also considered since it is equivalent to the case of Quan-
tified Boolean Formulae with only existential quantifiers.
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1 Introduction

Le probléme de satisfiabilité d'une formule proposition-
nelle (SAT) est un probléme combinatoire qui a retenu I'at-
tention comme probléme canonique de la classe de com-
plexité NP-complet. De nombreuses procédures de déci-
sion ont été proposées, principalement pour la restriction
en forme normale conjonctive (FNC) [20, 24, 10]. De
récents résultats montrent que la mise en FNC peut al-
terer les informations structurelles de la formule indial

qui auraient pu étre exploitées dans la procédure de dé-
cision pour réduire I'espace de recherche [35]. Il existe
peu d'implantations de prouveurs pour le probléeme SAT
pour des formules non FNC [35, 17,122, 12]. De méme, le
probléme de validité des formules booléennes quantifiées
(QBF) [32] est aussi un probleme combinatoire mais de
complexité PSPACE-complet. Le probleme SAT est équi-
valent au cas particulier du probléme QBF ou uniqguement
des quantificateurs existentiels sont considérés. La plus
grande part des procédures de décision pour le probléeme
QBEF traitent aussi uniqguement la restriction aux formules
en FNC car elles sont des extensions des procédures pour
SAT [29, 15, 7, 19, 5, 27, 30, 4]. Pour les QBF, I'impact
de la traduction en FNC apparait comme étant encore plus
important [2]. L& encore, il existe peu d'implantations de
prouveurs pour le probléeme QBF pour des formules non
FNC[3, 2, 38, 11, 37, 34].

Dans les deux cas (SAT et QBF), la représentation d’'un
probléme combinatoire, ou plus généralement, la représen-
tation des connaissances en intelligence artificielles@mst
vent trés naturelle, directe et compacte lorsque I'on saut
rise a utilier toutes les formules bien formées possibles de
la logique propositionnelle. C’est pourquoi, cet artictep
pose de s'intéresser a la mise au point de prouveurs pour
formules booléennes (quantifiées ou non) non FNC.

La programmation par ensembles réponses (ASP pour
Answer Set Programming) est un formalisme de program-
mation logique non monotone approprié pour représenter
et résoudre différents problémes combinatoires. De nom-
breuses procédures de décision ont été proposés pour les
ASP et ont donné lieu au développement de différents lo-
giciels qui ont prouvé leur efficacité et leur robustesse sur
des problémes de taille importante.

Une traduction polynomiale de SAT vers ASP a déja été
proposée pour des formules en FNC|[25] et pour un pro-
bléme particulier [16]. avec un objectif le plus général-pos
sible, nous nous proposons dans cet article d’explorer la



mise au point de prouveurs SAT et QBF par une traduction

riables distinctes e; ... g, des quantificateurs. La fonc-

des formules logiques quelconques en des programmes tion ¢ de I'ensemble des variables d’un lie@rvers{3, v}

logiqgues non monotones et par I'utilisation de prouveurs
ASP.
L'objectif essentiel de ce travail est de montrer que le para

associe a une variable son quantificateur dans le lieur. Une
QBF QF est en forme prénexe $i est une formule boo-
Iéenne, appelée matrice, et sous forme normale conjonctive

digme de la programmation par ensembles réponses (ASP, (FNC) si I est une formule booléenne en forme normale

voir sous-sectioh 2.2) est suffisamment expressif pour re-

conjonctive (i.e. une conjonction de disjonctions de {itté

présenter des formules booléennes quantifiées (QBF, voir raux). Soient et o deux formules telles que soit une

sous-sectioh 2.1). Pour atteindre cet objectif nous démon-

trons d’abord dans la section 3 que la représentation du pro-

bleme de satisfaction d’'une formule propositionnelle guel

sous formule de&, la fonctiono : PROP x PROP —
{0,1}* est telle queo(s,>) calcule I'occurrence de
dans¥ ainsi : 0o(%,%¥) = €; o(0,X) = 0.0(c,%p) Si

conque est possible en ASP. Puis dans la section 4 nous X = =% ; 0(0,%) = 0.0(0, o) Si X = (Xg0X;),0 € O

étendrons ce principe a toute formule booléenne quanti-

fiée. En complément, nous mettrons en avant dans la sec-

tion[5 quelques résultats expérimentaux illustrant que les
meilleurs prouveurs ASP actuels peuvent étre utilisés pour

eto est une sous formule d&; ; o(o, %) = 1.0(c, %) Si

Y = (3poX;),0 € O eto est une sous formule d@ﬂ

La sémantique des symboles booléens est définie de ma-
niere habituelle. Une valuation est une fonction de I'en-

résoudre des problémes de calcul de modéles pour des for- semble des variables dafBDOL ; elle satisfait une for-
mules booléennes (quantifiées) sans étre contraint par la mule si appliquée a celle-ci est vautsinon elle la falsi-

restriction a la FNC des formules, comme c’est le cas pour
la quasi totalité des prouveurs SAT et QBF disponibles.

2 Préliminaires

2.1 Formules propositionnelles et booléen-
nes quantifiées

L'ensemble des valeurs booléennest f est notéBOOL

et 'ensemble des fonctions booléennes est taté en-
semble des variables (propositionnelles ou booléenngs) es
noté V. Les symbolesT et L sont les constantes boo-
I[éennes. Le symbole est utilisé pour la conjonctiory
pour la disjonction;~ pour la négations— pour I'implica-

tion, < pour I'équivalence e® pour le ou exclusif. L'en-
semble des opérateufs, vV, —, <, @} est notéd. Un lit-

téral est une variable ou la négation de celle-ci. Lensembl
des littéraux est noté. L'ensembleP RO P des formules
propositionnelles est défini inductivement ainsi : tout sym
bole (constante ou variable) propositionnel est élément de
PROP; si F est élément de?ROP alors —F est élé-
ment dePROP; si F' et G sont éléments d®ROP et

o est élément d€ alors (FoG) est élément d&® ROP.

Le symboled est utilisé pour la quantification existentielle
et vV pour la quantification universelle; (est utilisé pour
noter un quantificateur quelconque). L'ensen®®BF des
formules booléennes quantifiées est défini inductivement
ainsi : siF' est un élément d&® ROP alors c’'est un élé-
ment deQ BF'; si F' est un élément d@ BF etz est une
variable alors(3z F) et (Va2 F') sont des éléments de
QBF. Par convention, des quantificateurs différents lient
des variables différentes. L'ensemble des variables d’'une
formule F est notéV(F). Une substitution est une fonc-
tion de I'ensemble des variables dans I'ensemble des for-
mules (quantifiées ou non). Nous définissons la substitu-
tion dex par F' dansG, notéeG[z «— F], comme étant

la formule obtenue dé&' en remplacant toutes les occur-
rences de la variable par la formuleF'. Un lieur est une
chaine de caractergz; ... q,x, avecz,...,x, des va-

fie. La satisfaction propositionnelle est notéeet I'équi-
valence logique=s. Un modeéle (i.e. une valuation qui satis-
fait la formule) est décrit par un ensemble de littéraux ; par
exemple, pour la valuation qui est telle que/(z) = v,
v(y) = f etv(z) = v qui satisfait la formul (xVy)—z),
ce modele est notér, —y, z}. La sémantique des quanti-
ficateurs est la suivante : pour toute variaplet QBF F,

(Fy F) = (Fly < TIVF[y < 1])
et

(Vy F) = (Fly — TIAFly — L]).
Une QBF F' est valide siF T. Si y est une va-
riable quantifiée existentiellement précédée par les va-
riables quantifiées universellement, ..., x,, nous no-
tons ¢, ..., sa fonction de Skolem d&BOOL™ dans
BOOL. Un modéle pour une QBF est un ensembiede
fonctions de Skolem qui satisfait la formule. Par exemple,
la QBF Jy3zVz((zVy)«—=z) n'est pas valide tandis que
Vz3yJx((zVy)«—z) 'est avec pour ensemble possible de
fonctions de Skolenfg., 2. }2 tel queq. (v) = v, §.(f) =
f,2,(v) =feti,(f) =f. Les fonctions de Skolem sont
parfois représentées par des politiques [8, 9] ou des straté
gies [6] qui les explicitent en terme d’arbre ; par exemple
le termef{z — y; —z, =2z — —y; 2} est la politique valide
ou stratégie gagnante correspondant aux fonctions de Sko-
lem i, ety,.. Un modéle (booléen) pour une formule boo-
Iéenne non quantifiée correspond exactement au modéle
(QBF) de sa clbture existentielle ; par exemple pour la QBF
JyFxIz((xVy)«—z2), les fonctions de Skoled = v,y = f
et 2 = v correspondent au modéle booléefx) = v,
v(y) = f etv(z) = v pour la formule propositionnelle
((xVvy)<=z). Une QBF est valide si et seulement s'il existe
un ensemble de fonctions de Skolem qui la satisfait.
Enfin, rappelons que le probléme (SAT) consistant a dé-
cider si une formule booléenne est satisfiable ou non est
le probléeme canonique de la classe NP-complet. De son

1Comme de coutume,o sera simplement noig
2Pour toutb € BOOL, la valuationv(z) = b, v(z)
v(y) = 9.(b) estun modéle d§(zVy)«—z).

2 (b),



coté, le probléme (QBF) consistant a décider si une for- tenons le programmg(p(0).), (p(1).), (r(0).), (¢(0)
mule booléenne quantifiée est valide ou non est le probleme p(0), not r(0).), (¢(1) « p(1), not r(1).)}.

PSPACE-complet canonique. Déterminer si un programme possede ou non un modéle
. p stable est un probleme NP-complet et donc le lien avec le
2.2 Programmation par ensembles réponses probleme NP-complet canonique, a savoir SAT, doit étre
Le terme (peu élégant en frangais) de programmation aisémenttrouvé. C'est ce quia été introduit dans [25] dans
par ensembles (de) réponses correspond au paradigme dde cas ou I'on s’intéresse a une formule propositionnelle
I'’Answer Set Programming (ASP) qui, depuis quelques an- donnée sous FNC. Nous rappelons ici I'approche propo-
nées, est devenu un théme de recherches trés actif danssée. Soit un ensemble de clauses. Le processus consiste

le domaine de la représentation des connaissances, du rai-

sonnement non monotone, de la programmation logique et
de la résolution de problemes combinatoires. LASP per-
met de maniéere totalement déclarative de représenter un
probléeme a l'aide d’un programme logique dont la sé-
mantique définit un ensemble de réponses (les modéles
du programme) représentant les solutions du probléme ini-
tial. Derriére le terme générique d’ASP, il existe plusgeur

a fabriquer un programmé P(3) contenant les regles
(na « not a.) et(a «— not na.) pour tout atome: appa-
raissant dan¥. Pour toute clause dang on crée un nou-
vel atomec et pour tout littéral de cette clause, on ajoute
dansLP(Y) les regle(c « a.)} sil estun atome et les
regles{(c « na.)} sil est la négation d'un atome En-

fin, on ajoute aL P(X) la regle(«+— not c.)E. De cette ma-
niére X possede un modeéle propositionnel si et seulement

variantes syntaxiques et sémantiques, mais dans ce tra-Si LP(X) posséde un modéle stable. On remarque aisément

vail nous utiliserons la sémantique originelle des modeéles
stables [14] pour les programmes logiques normaux.
Un programme logique nornfakst un ensemble fini de
regles de la forme

(c—ay, ..., an, not by, ..., not by,.)
n > 0,m > 0 oucaiy,...,a, by,...b, sont des
atomes propositionnels qui constituent 'ensemidleet
P désigne I'ensemble des programmes logiques normaux.
Une telle régle peut se lire « si tous lesappartiennent
a un ensemble réponse et si aucun desn'’y appar-
tient, alorsc doit appartenir & cet ensemble réponse ».
Le «not » étant une négation par défaut, un tel pro-
gramme peut-étre vu comme un sous cas d'une théo-
rie de défauts de Reiter [28]. Pour une régleon note
tete(r) = c sa téte,corps™(r) = {ai,..., a,} son
corps positif etcorps—(r) = {b1,..., by} son corps
négatif. Le réduit (dit de Gelfond et Lifschitz) d’'un pro-
grammeP par un ensemble d’atomes est le programme
PX = {(tete(r) « corpst(r).) | corps—(r)N X = 0}.
Un tel programme est dit défini puisqu’il ne possede pas
de négation par défaut et il admet un unique modéle de
Herbrand minimal not&€n(P). Par définition, un modéle
stable deP est un ensemble d'atomes C A tel que
S = On(P?). Notons qu’un programme peut avoir aucun,
un ou plusieurs modeles stables. Par exemfile), (b —
a,not d.), (c — a,not b.)} posséde I'uniqgue modeéle stable
{a,b}, {(a < not b)., (b — not a.)} possede deux mo-
déles stablega} et {b} et {(a.), (b «— a,not d.),(d «
b.)} n’en posséde aucun et il est dit inconsistant. Il est éga-
lement possible d’écrire des programmes logique normaux
du premier ordre en utilisant des variables et des sym-
boles de prédicat comme, par exemple, dans le programme
{((0).), (p(1).). (r(0).), (a(X) — p(X),not r(X).)};
dans ce cas, le programme au premier ordre doit étre
considéré comme le condensé du programme proposi-
tionnel obtenu par instanciation de chaque variable par
toute constante du domaine ; pour notre exemple, nous ob-

3Abrégé en programme par la suite s'il n’y a pas d’ambiguité.

que les premiéres paires de régles/de(X) permettent
de générer toutes les interprétations possibles poles
regles dont la téte estpermettent d’inférec si I'interpré-
tation satisfait la clause correspondante et les conésint
finales écartent des ensembles de réponses possibles tous
ceux qui ne contiennent pas C'est-a-dire tous ceux qui

ne correspondent pas a des modeles propositionnéls de
La premiére partie de notre contribution consiste a étendre
cette approche a toute formule propositionnelle sans res-
triction syntaxique (de type FNC) et est décrite dans la sec-
tion suivante.

3 D’une formule propositionnelle a

un programme logique normal

Nous nous proposons de traduire (polynomialement) toute
formule propositionnelle en un programme logique normal
et de démontrer qu'alors une formule propositionnelle est
satisfiable si et seulement si le programme obtenu apres
traduction admet un modele stable. Le résultat obtenu n'est
pas seulement un résultat d’existence mais il met en corres-
pondance les modéles de la formule propositionnelle avec
les modéles stables du programme obtenu. Il ouvre donc la
voie a I'utilisation des prouveurs ASP comme outil de réso-
lution du probléme SAT sans restriction (de type FNC) sur
les formules. La définition ci-dessous décrit les fonctions
et7—! qui permettent d’associer un ensemble de littéraux
d’'une formule & un ensemble d’atomes d’'un programme et
réciproquement.

Définition 3.1 (Fonctionsw et 7—!) La fonction 7
2 — 24 est telle que, pour tout € 27,
w(L) = {z|x € L} U {nz|-x € L}.
La fonctionr—! : 24 x PROP — 2% est telle que, pour
tout A € 24 et tout> € PROP,
71 (AD) =
{z|lz € A,z e V(E)}U{~znx € A,z € V(I)}

4Une telle régle sans téte est appelée contrainte et estemuratpour
la regle(bug < not ¢, not bug.) ol bug est un nouveau symbole.



La définition suivante décrit la fonctiaR, qui construit a
partir d'un ensemble de variables un programme dont les
modeles stables sont en bijection avec toutes les valigation
possibles pour ces variables.

Définition 3.2 (Fonction Py) SoitV un ensemble de va-
riables, la fonctionPy : 2V — P est telle que
Po(V) =Uey { (@ —notnz.), (nzx—notz.) }

Théoréme 3.1 Soient une formulé&: et un ensemble de
littéraux v. v est une valuation d& si et seulement si
P (V(X)) admet un modéle stabtgv).

Exemple 3.1 Soit la formule propositionnelle

F = ((eVb)A(b—((c—d)A(cV(a——d)))))
V(F)={a,b,c,d} et

(a < notna.), (na < nota.),

Pa ) =3 (e ey e e,

(d —mnotnd.), (nd— notd.)
Par exemple, I'ensemble d'atomes {na,b,nc,d}
est un modéle stable du programmg;(V(F)) et
7~ Y(m, F) = {~a, b, ~c,d} est une valuation d&(F).

Les modeles d’'une formule propositionnelle sont des va-
luations qui satisfont les contraintes liées aux opérateur
qui constituent la formule. Pour obtenir un programme qui

SiY =
(50 “ 50.05 not 50.1-)a
(S0 < not 5.0, S0.1-)

P(¥p,0.0) UP(Xq,0.1)

(3p®X;) alors P(2,0) =
b
La traduction d’'une formule initial& estP (X, €).

Exemple 3.2 (suite de I'exempl8.1) Pour la formule
F = ((eVb)A(b—((c—d)A(cV(a——d)))))

), (80 <= 802.), (50 80.1-),
(sgz < ¢.),(s0.1 < b.),(s1 < not s1.0.),
( ), (81.0 < b)),

(812 < 812, 0,513, )

(12,0 < mot $12. g2.), (8129 < S12.0.1.),
(s12.02 < ¢.), (812,01 — d.),
(813 <= 813.0.), (813 < 814.),
(s13.0 < ¢.),

(814 < S14 0,515, )

(s14 < not sy g,n0t $15.),
(514 0 — a. ) (815 < not s15.9.),
(

Nous sommes maintenant en mesure de définir la fonc-
tion IT qui construit un programme logique normal a partir

soit en correspondance avec cette formule, nous devons d’une formule propositionnelle.

donc adjoindre a la fonctiofy une seconde fonction qui

va traduire ces contraintes (ou sous-formules) en élininan  Définition 3.4 (FonctionlI) Soit 3> une formule proposi-
les ensembles d’atomes qui ne correspondent pas aux mo-tionnelle. La fonctionll : PROP — P est telle que
déles. La méthode choisie ici est dintroduire pour chaque (X)) = Po(V(%£)) U P(3; €).

instance d’'opérateur de la formule un nouvel atome repré-

sentant le résultat de 'opérateur sur ces opérandes. Le lemme suivant exprime que pour une formitilde pro-

grammell(X) n’élimine ni ne rajoute de modeéles stables
au programmePy (%), il ne fait que les augmenter des
atomes intermédiaires.s

Définition 3.3 (Fonction de traduction P) SoientY, X
etX; trois formules propositionnelles, une variable pro-
positionnelle eb une occurrence, lafonctioR : PROP x
{0,1}* — P est définie inductivement par : Lemme 3.1 Soit ¥ une formule propositionnelle. L'en-
semble de littéraux est une valuation poub(X) si et
seulement s'il existe un (unique) modéle stabldeII(X)

tel quer(v) C m.

siX =zalorsP(X,0) =
{(50 — 2.)}
si¥ =¥y alorsP(X,0) =
{(80 < not 55.0.)} U P(Xg,0.0)
si¥ = (XpAX;) alors P(X,0) =
{ (So — 50.0750.1-) }U
P(ZO7 OO) U P(El, 01)
siX = (XgvX)alors P(X,0) =

{ (S0 — S0.0-), }U

Le lemme suivant exprime que tout atome intermédiajre s
introduit pour représenter le résultat de I'opérateur gsr c
opérandes appartient au modele stable si et seulement si ce
résultat est égal a.

Lemme 3.2 Soit ¥;,,;; une formule propositionnelle}:
une sous formule d&;,;; et m un modéle stable de
So(2, %) € M Si et seulement si—

(So — So.1~)
P(Xg,0.0) U P(%1,0.1)
si¥ = (Xp—X,) alors P(%,0) =

{ (8o < not $5.0.),
(50 — S0.1-)
P(ZQ, 00) U P(El, 0].)
SiY = (¥p—X;)alors P(X,0) =
{ (So < S0.05 80.1')7 } U
(S0 <= MOt S.0,M0t Sp.1.)
P(Xp,0.0) U P(X1,0.1)

Ym, %) 2.
J Le théoreme suivant est une instance du théoréme précé-
dentaved = X;,;:.

Théoréme 3.2 Quels que soient une formule etn un
modéle stable d&(X),
sc € m sietseulementsi—!(m,¥) £ X



Pour n’'obtenir que les modéles stables qui contiennent
(resp. ne contiennent pas) I'atome nous étendons la dé-
finition de la fonctionII & la fonctionII* (II7) qui inclut

au programme une contrainte spécifique.

Définition 3.5 (FonctionsII™ etII~) SoitX une formule
propositionnelle. Les fonctiorl§* etII~ : PROP — P
sont telles que

(%)
(%)

II(X) U {(« not s..)}
I(3) U{(— se.)}

Le corollaire au théoréme 3.2 qui suit établit le résultat at
tendu : I'équivalence entre I'existence d’'un modéle stable
pour le programme obtenu et la satisfiabilité pour la for-
mule propositionnelle. Ce résultat n’est pas qu'un résulta
d’existence : a tout modele stable du programme corres-
pond un modéle pour la formule et réciproquement.

Corollaire 3.1 Soit une formule propositionnell&, le
programme logique normall™(X) admet un modeéle
stable si et seulement &l est satisfiable. De plus, si
est un modele stable d&* (2) alors7—!(m, %) | 3. En-
fin, siv est un modéle pouE alors il existe un (unique)
modéle stablen dell™ (X) tel quer(v) C m.

Exemple 3.3 (suite de I'exemple 3.2).a formule F ad-
met 8 modéles, par exemplg, {—a,-b,c,d} =
F. II(F) admet 64 modéles stables dont{8; }1<i<s
contiennents.; ces 8 modeles stables sont tels que
7 Y(m;, F) | F pour touti, 1 < i < 8; par exemple
le modéle stable
my = {na,nb, c, d}U

{8e, 80, 51, So2, S12, $12.0, $12.02, S12.0.1, S13, $13.0, S14 }
est tel quer—t(my, F) = {—a,—b,c,d} = v.

La traductionlI™ permet de décider non seulement du ca-
ractére satisfiable ou non d’'une formule propositionnelle
mais aussi par le corollaife 3.1 de son caractére tautolo-
gique, mais indirectement par I'exhaustivité (ou le nombre
des modéles. La traductidi— permet de décider direc-
tement du caractére tautologique ou non d’une formule
comme I'exprime le corollaire au théoréme|3.2 suivant.

Corollaire 3.2 Soit une formule propositionnell&, le
programme logique normdl— (%) n'admet aucun modele
stable si et seulementXiest une tautologie. De plus, i
est un modeéle stable d& (X) alors 7! (m, ¥) falsifie la
formule 3. Enfin, siv falsifie la formuleX alors il existe
un (unique) modeéle stable deIl~ (X) tel quen(v) C m.

Il est évident que notre traductidi est polynomiale et
modulaire [25] par construction. Cette traduction peu étr
améliorée pour diminuer le nombres de symboles intro-

de base de I'induction : la premiere amélioration consiste a
modifier ces deux cas de base en les intégrant directement
dans les cas d’'induction. Nous pouvons aussi augmenter le
nombre d’opérateurs en considérant le « non et », le « non
ou» etla«nonimplication» (la « non équivalence » étant
le ou exclusif) : cette seconde modification combinée a la
précédente fait disparaitre la négation comme connecteur
traduit, le résultat est alors trés proche de la méthodeades t
bleaux sémantiques [31]. Enfin, méme si elle s’apparente a
l'usuelle transformation de Tseitin [36] de mise sous FNC
d’une formule logique quelconque, notre traduction en dif-
fere par le fait que les variables introduites ne sont pas des
variables propositionnelles au sens de SAT mais des parties
gauches d’'une affectation booléenne.

Exemple 3.4 (suite de I'exemple 3.2).e
P(F,¢) peut étre optimisé en

(Se < S¢.0,8e1-)s (80 — ¢.), (80 < b.),
s1 < not b.),

S1 < S12.), (812 < S12.0, S13.),

(
(
(512.0 < not c.), (s12.0 < d.),
(s1:
(
(

programme

), (813 = s14.),
s14 < a,nd.),
s14 < not a,not nd.)

4 D’une formule booléenne quanti-

fiee a un programme logique nor-
mal

Nous avons décrit dans la section précédente la tradution
d’'une formule propositionnelle en un programme logique
normal telle que calculer les modéles de la formule revient
a calculer les modeéles stables du programme. Nous éten-
dons ces résultats aux QBF grace a une traduction d’'une
QBF en un programme logique normal telle que calcu-
ler les fonctions de Skolem qui satisfont la QBF revient a
calculer les modeles stables d’'un programme logique nor-
mal. La maniére la plus simple d’étendre les résultats de la
section précédente aux QBF est d’appliquer la sémantique
du quantificateur universel qui explicite la quantification
comme étant une conjonction :

(Vz X)) = (B[z « TIAX[z « 1))
puis d'appliquer sur cette formule ne contenant plus que
des quantificateurs existentiels le résultat obtenu au pro-
positionnel (cette technique est employée dans [5]). Le
prix évident de cette traduction est une croissance expo-
nentielle de la formule propositionnelle obtenue et donc
du programme logigque normal. L'autre prix est la crois-
sance exponentielle des symboles intermédiaires inttodui
lors de la traduction des opérateurs. Ces deux croissances
exponentielles peuvent étre évitées en calculant un pro-
gramme logique normal au premier ordre comme nous le
proposons. Malheureusement, la croissance exponentielle

duits ainsi que le nombre de régles générées. Nous pouvonsdu programme traité par les prouveurs ASP ne peut pas

constater que chaque occurrence d'une variable introduit

étre évitée puisque, in fine, les prouveurs ASP actuels sont

un nouveau symbole (et une nouvelle régle) dans les cas propositionnels.



La technique employée ici s’inspire de la skolémisation et Les symboles intermédiaires introduits dans le cas propo-
peut étre rapprochée de la skolémisation propositionnelle sitionnel sont considérés pour les QBF comme des exis-
symbolique de [4] : les variables quantifiées existentielle tentielles internes nées de la décomposition par introduc-
ment sont remplacées par des fonctions dont les argumentstion de variables existentielles comme dans [36]. Comme
sont les variables quantifiées universellement qui prédéde variables quantifiées existentiellement, elle subissessia

la variable quantifiée existentiellement dans le lieur. Ces une skolémisation : ainsi les symboles intermédiaires ont-
fonctions sont converties en symboles de prédicat dans le ils autant d’arguments qu’il y a de variables quantifiées uni

programme logique normal. Deux nouveaux symbo0les

1 sont introduits ainsi qu’une fonction d’interprétatibde
{0,1} dansBOOL telle quei(0) = f eti(1) = v. Les dé-
finitions der et 7—! sont étendues aux fonctions de Sko-
lem et aux prédicats n-aires.

Définition 4.1 (Fonctionsmy et Tr\;l pour QBF) La
fonctionmy : 27 — 24 est telle que, pour toutk € 27,
my(sk) =
2 ), i () |
1 € sk, z d'arité n, U
Uty ooy Uy € BOOL, (U1, ... ,up) =V
na(i= (ur), ..., i  (ug)) |
i € sk, & d'arité n,
Upy ..., Uy, € BOOL,&(uy,...,uy) =1
La fonctiomr\;1 : 24 x QBF — 27 est telle que, pour
tout A € 24 et tout® € QBF,
T (A,D) =
(i(U), ... i(Un)) = v |
Z(Ul, ey
Uy,...,U,

nx(Uy,. ..
Un,...,U, € {0,1}

Exemple 4.1 (suite de I'exemple 3.350it un ensemble
d’atomes
A ={b(1),b(0),d(1,1),d(0,1),d(0,0),nd(1,0)}
alors
7' (A, Ya3bVeIdF)
ba(V) = v, by (£

dac(vav) =V, ac(fvf) =
] f

dac(f7 V) = V7 daC(V7

|
I
<

> Qs

La définition suivante étend les fonctiod%, et P aux
QBF. Ces fonctions de traductidn} et P” possédent un

argumentS (pour « Skolem » ) qui associe a chaque va-
riable quantifiée existentiellement le nombre de variables

quantifiée universellement qui la précédent (et donc &arit

de la fonction de Skolem et du symbole de prédicat corres-

pondant). La fonction de traductid?g correspond au trai-
tement des quantificateurs : la quantification existestiell
est traitée de maniére similaire au cas propositionneigand
gue la quantification universelle introduit une régle expli
citant la constanté comme étant interprétéevaet la sé-

mantique du quantificateur comme étant une conjonction

('explicitation de la constanté comme étant interprétée

af estinutile, ceci illustrant le caractére disymétrique du

programme logique normal).

versellement dans la QBF.

Définition 4.2 (FonctionsP3, P¥ et1ly) Soient:, ¥, et
Y1 des QBFV un ensemble de variables,et Ny des en-
tiers, o une occurrence ef une fonction dé’ dansN. Les
fonctions
Pj:QBF xNxNx (V—-N)—P

et

PY:PROP x {0,1}* xNx (V = N) —» P
sont telles que

Si¥ = (Jz Xo) alors PY(E, Ny,n, S) =

{ x(Ur,...,Uy) «— not nz(Uy,...,Upy). }U
nx(Uy,...,Up) < not x(Uy,...,Up).

P§ (X0, Ny,n, S U{(z — n)})

Si Y = (Va %) alors P)(Z, Ny, n, S) =
{l‘(Ul, ey UNV) — Upy1 = 1.}U
{ Son(Ul,...,Un><— }U

Sont1 (Uty .., Up, 0), Sgn+1(Ut, -« o, Up,y 1).

P3(So, Ny,n+1,5)

si ¥ est une formule propositionnelle alors
PQV(Z, Ny,n,S) = PY(2,0M Ny, S)

Variable quantifiée existentiellement

si¥ =z et(z— n) e Salors PY(X,0, Ny, S) =
{So(Uh ey UNV) — .T(Ul, ey Un)}

Variable quantifiée universellement

si¥ =z et(z— n)¢Salors P'(X,0, Ny, S) =
{SO(le7 ey UNV) — .%‘(Ul, ey UNV)-}

siY = -%g alors PY(%, 0, Ny, S) =
{ So(Ur, ..., Uny) < not s,.0(Un,..
PY¥(%y,0.0, Ny, S)

SiY = ($gAX;) alors PY(%, 0, Ny, S) =

LUn)- U

So(U17--~7UNV) — }U
50.0(U17--~7UNV)750.1(U17~--7UNV)-
PY(%0,0.0, Ny, S) U PY(21,0.1, Ny, S)
SiY = (%gVvE,;) alors P¥(X, 0, Ny, S) =
{ So(U17--~7UNV) ‘_50.0(U17~-~7UNV)- }U
50(U17--~7UNV) <—80.1(U1,...,UNV).
PY(%0,0.0, Ny, S) U PY(21,0.1, Ny, S)
siy = (Xy—X,) alors P¥(%,0, Ny, S) =
{ $o(Uty ..., Uny) < not $o0(U1,...,Un,).
So(U17--~7UNV) <—30.1(U1,...,UN\1).
PY(%0,0.0, Ny,S) U PY(21,0.1, Ny, S)
Si¥ = (Sg<%1) alors PY(%, 0, Ny, §) =

b

80(U17. . .,UNV) —

50.0(U17 N ,UNV),SO_l(Ul, ey UNV)-
So(Ul,. . ~7UNV) —

not s.0(U1,-..,Un,),n0t 561(U1,...,Uny).

PY(%0,0.0, Ny, S) U PY(21,0.1, Ny, S)



siY = (2o@¥,) alors P¥(X, 0, Ny, S) =
SO(Ul,...,UNV) —
Solo(Ul,...,UNv),’l’LOt 30.1(U17--~7UN\1)- U
So(Ut,...,Uny) <
not So.O(Ulw-~7UNV)750.1(U17~~~>UN\7)-

PY(%g,0.0, Ny, S) U P¥(%1,0.1, Ny, S)
SoitY une QBF prénexe &Y\ le nombre de quantificateurs
universels d&. La fonctionlly(X) : QBF — P esttelle
que
Iy (X) = P3(S, Ny, 0,0)

Par construction la traduction est polynomiale.
Exemple 4.2 (suite de 'exemple 3.3Boit  la
F5.vb3evqg = JaVb3IcVdF avec

F = ((evh)A(b—((c—d)A(cV(a——d))))).
Nous obtenons

Iy (F5avbacvd) = Paavbacval
(a < not na.),

(na < not a.),
(b(Ul,UQ) — U1 = 1.),
(¢ — 50(0), 50(1).),
(c(Ur) < not ne(Uy
(nc
(
(s0

QBF

);
),
);

s02(Un, 1).)

— not ¢(U

)-
)-
= 1.
0),

avecPs,v3cva €gal aP(F,0?), de 'exemple 3.2, dans le-
quel tous less, (resp.b, c et d) sont remplacés par des
$0(Uy,Us) (resp.b(Uy, Us), ¢(Uy) etd(Uy,Us)) et pour
appel intermédiaireP"(F, 2,2, {(a + 0),(c — 1)}) (a

est une variable quantifiée existentiellement qui n’est pré
cédée par aucune variable quantifiée universellement d’ou
le 0 tandis quec est une variable quantifiée existentielle-
ment qui est précédée d'une variable quantifiée universel-
lement d’ou lel).

Maintenant, soit la QBHv43pve3q = Va3dbVeddF. Nous
obtenons

Iy (Fyagpvead) = Praapveadd

( (Ul,UQ) — U1 = ]..)7

(8¢ < 50(0), s0(1).),

(b(U;1) < not nb(Uy).),

(nb(Uy) « not b(Uy).),

(C Ul,UQ) HUQ— ].)

(s0(U1) « 802(Ut,0),502(U1,1).),
(d(Ul,UQ) «— not nd(UhUg) )
(’I’Ld(Ul,UQ) «— not d(Ul7 Ug) )

avec Pyavivesa €gal a P(F,0?%) dans lequel tous les,
(resp.a, b, c etd) sont remplacés par des (U;, Uz) (resp.
a(Uy,Us), b(U1), c(Uy,Us) etd(Uy,Us)) et pour appel
intermédiaireP"(F, 2,2, {(b — 1), (d — 2)}) (b est une
variable quantifiée existentiellement qui est précédéral’u
variable quantifiée universellement d’oulest d est une
variable quantifiée existentiellement qui est précédée de
deux variables quantifiées universellement d’oR)le

Nous obtenons un théoreme similaire pour les QBF au
théoréme 3.2 pour les formules propositionnelles.

Théoreme 4.1 SoitX> une QBF etn un modeéle stable de
Iy (%).
se € m si et seulement &t est valide.

Exemple 4.3 (suite de 'exempld.2) Soit la  QBF
Fsavpacva = JavVbicVdF . Elle n'admet pas de fonctions
de Skolem qui la satisfassent BY ( Fa,vp3cva) N'admet
pas de modéle stable.

A linstar de la fonctionII étendue en la fonctiodl™

pour se restreindre uniqguement aux modeéles stables corres-
pondant aux modeles, nous définissons ci-dessous la fonc-
tion IIy ™ comme extension de la fonctidh, pour se res-
treindre aux fonctions de Skolem qui satisfont la QBF.

Définition 4.3 (FonctionII}) Soit > une QBF. La fonc-
tionIl} : QBF — P esttelle que

I (%) Ty(2) U {(— not s..)}

Comme pour le corollaife 3.1 du théorédme 3.2 qui explicite
les modeles d’une formule propositionnelle grace aux mo-
déles stables du programme logique normal associé, le co-
rollaire suivant au théoréme 4.1 permet d’extraire des mo-
deles stables du programme logique normal les fonctions
de Skolem qui satisfont la QBF.

Corollaire 4.1 Soit une QBFY, le programme logique
normalIL{ (X) admet un modéele stable si et seulement si
¥ est valide. De plus, si est un modéle stable d&/ (X)
alors 7, ! (m, ) constituent un ensemble de fonctions de
Skolem qui satisfont la QBF. Enfin, &k est un ensemble
de fonctions de Skolem qui satisfantalors il existe un
(unique) modeéle stabte: dell} (¥) tel quermy(sk) C m.

Exemple 4.4 (suite de I'exempld.3) La QBF
Fyagpveaq = YadbVeddF admet pour (unique) ensemble
de fonctions de Skolem qui la satisfont :

sk_A
ba(v) = ()
o) = Vo) = £
dac(f,v) = v, dac(f,

soit encore la politique valide ou stratégie gagnante

ar—>b;{
—\a»—>b;{

etH\j(FvG;vagd) admet un (unique) modéle stable

fi=v

c—d,

—c— —d
cr—d,
—cr—d

)

{b(1),(0), d(1, 1),d(0, 1), d(0,0), nd(1, 0)}U
{a(1,0),a(1,1), ¢(0, 1), (1, 1) }U
{55730( ) 50( ) 802(0 0) 302(170)7302(071)7302(171)}U
so(A,C) | A,Ce{0,1},
{ 0 € {0%,0.1,02.12,02.12.0, 0%.1%}
{502.14(0,0), s02.14(1,0), 502.14(0, 1) }



Nous avons donc biem ' (m, Fyaapvead) = sk et
my(sk) C m.

Les symboles, et sg2 représentant la sémantique de la
guantification universelle portant sur les variable®t c,

il est nécessaire que toutes leurs instances appartiennent
au modele stable. Seul I'atomg: ;4(1,1) n'appartient
pas au modeéle stable car il représente la sous formule
(a<>—d) pour la variablea interprétée av (le premierl
desg2.14(1, 1)) alors que la variablel est interprétée &
(puisque I'atomel(1, 1) est dans le modeéle stable) et doit
donc bien étre interprété A

est performante sur cette suite de problemes puisqu’elle
fait mieux que le prouveur SAT non-FNC Satmate et

que Zchaff (sur une version FNC du benchmark); seul
le prouveur Minisat fait mieux en nombre de problémes

résolus ainsi qu’en temps de résolution.

5.2 De QBF vers ASP

Dans le cas des QBF, nous n’effectuons qu’une évaluation
de notre approche sur la suite de benchmarks de I'évalua-
tion QBFEVALOﬁ. L'ensemble des instances afit pour
alternance de quantificateurs et sont constituées exelusiv
ment de négations, conjonctions et disjonctions. Les ré-
5 Résultats expérimentaux sultats sopt fqurnis pour un « Core DuQ T_2400,’.» avec
3Go de mémaoire. Le tableau ci-dessous indique l'instance,
Nous désirons évaluer dans cette partie dans quelle me- son nombre de variables existentiellement/universeligme
sure notre approche représente une alternative efficace auxquantifiées (NbV), ainsi que le nombre d’atomes et de
prouveurs dédiés aux problémes de calcul des modéles régles du programme logique propositionnel en entrée du

d'une formule propositionnelle ou de calcul des fonc- prouveur ASP.
tions de Skolem satisfaisant une QBF. Nous avons sélec-
tionné pour cela les prouveurs ASP suivants : DLV [18], Instance NbV | NbAtomes | NbRegles
Clasp[13], noMoRe++ [1] et Smodels [26]. Nous étudions counterd_2 15/10 4584 5746
d’abord I'approche sur les formules propositionnellesspui counter6_2 18/12 15584 19876
sur les QBF. counter7_2 || 21/14 56734| 73382
counter8_2 24/16 215082 280 960
5.1 De SAT vers ASP counter5_4 25/20 | 3149672| 4198500
o 'z . . counter6_4 30/24 - -
Nous avons choisi d’effectuer I'évaluation et !g comparai- fingd_2 51714 55180 68590
son de notre gpproche dans Ie.cas proposmonAneI sur la fing5._2 24/16 203698| 269314
suite de problemes QG6 [23] qui a 'avantage d'étre four- fing6_2 27/18| 803989 1066267
nie aussi bien en FNC (de 1301 a 2109 variables et de ring4_3 28/21 i, .
6089 a 9964 clauses) qu’en non-FNC (soit 252 soit 324 ring5_4 40/32 - -
variables et de 3532 a 7850 disjonctions et conjonctions). semaphore_2 || 21/14 52 862 69 458
Nous comparons les temps d’exécution et les pourcentages semaphore_3 || 28/21 - -
de réussite des prouveurs ASP considérés sur le résultat de semaphore3_2 27/18 798972 1061 495
nos traductions appliquées a ces instances SAT non-FNC semaphore4_2| 36/25 - -

et ceux du prouveur SAT non-FNC Satmate [17] (le seul
qui accepte le format de la suite de problemes QG6). Nous

incluons aussi dans la comparaison les temps et pourcen-

tages de réussite pour les prouveurs SAT FNC Zchaff [24]
et Minisat [10].

Les résultats sont fournis pour des2 X
Intel Xeon CPU 2.80Ghz avec 2Go de mémoire.

Le tableau ci-dessous indique si les problémes sont satis-
fiables (SAT) ou non (UNSAT), le nombre de problémes
résolus (NbR), le temps moyen en secondes (TM) et le
temps moyen lorsque le probleme est résolu (TMR) en
secondes. Le temps maximum est de 3600 secondes CPU

Tous les prouveurs ASP actuels acceptent en entrée des
programmes au premier ordre mais ils s'appuient sur un
« front-end » (externe via Lpa@eu interne pour DLV);
ainsi, le remplacement des variables par des termes (ici les
constante$) et 1) méne a une taille de programme expo-
nentielle. De fait, il est intéressant de remarquer que dans
tous les cas ou soit le temps limite est dépassé soit la mé-
moire est insuffisante, c'est Lparse qui dépasse ces limites
Il nous a été possible de comparer notre approche uni-
guement avec le prouveur expérimental QBF non-CNF

pQBFcompiled.0 [33, 134] du fait de lindisponibi-

lité des autres prouveurs QBF non-CNF. Le prouveur
pQBFcompiled.0 n'intégre aucune optimisation et ne fait
que propager les propriétés locales des connecteurs lo-
giques en tenant compte des quantificateurs. Le tableau ci-
dessous indique l'instance, le temps en secondes pour le
prouveur Clasp (T signifie que le temps limite de 3600 se-
condes CPU a été dépassé tandis que M signifie que I'es-
pace mémoire alloué -0 a été dépassé) et pour le prou-

Notre approche secondée par le prouveur ASP Clasp

SAT UNSAT
83 problemes 173 problemes
NbR [ TM [ TMR [[ NbR [ TM [ TMR

Zchaff 83 19 19 || 137 [ 1260| 645

Minisat 83| 3 3] 165| 680| 538
[Satmate [ 83] 4] 4] 152 501 73|

Smodels 67 | 858 203 88| 1912 281

noMoRe++|| 83| 119 | 120 77| 2067 | 157

DLV 78| 416 | 212 83| 1934| 127 veurpQ B Fcompiled.0.

Clasp 83| 12 12 154 | 712 355 Shtt p: // www. gbf i b. org

http: //www. tcs. hut. fi/ Sof t war e/ snodel s


http://www.qbflib.org
http://www.tcs.hut.fi/Software/smodels

Instance Clasp | pQBFcompiled.0

counter5_2 0,152 0,012
counter6_2 0,508 0,016
counter7_2 3,000 0,028
counter8_2 24,434 0,064
counter5 4 592,725 3,012
counter6_4 M 30,614
ringd_2 1,520 0,304
rings_2 8,585 0,828
ring6_2 64,084 2,328
ring4_3 M 30,542
rings_4 T T

semaphore_2 1,604 1,024
semaphore_3 M 701,416
semaphore3_2| 58,476 22,457
semaphore4_2 T 1345,836

L'explosion combinatoire de l'instanciation est telle que
notre approche ne peut concurrencer les prouveurs QBF.
Cette étude n'invalide pas pour autant I'approche, elle ne
fait que montrer la nécessité de recherches plus impogante
sur les prouveurs ASP au premier ordre.

6 Conclusion

Nous avons généralisé, dans le cadre de ce travalil, la tra-
duction de SAT vers ASP en permettant d'utiliser les prou-
veurs ASP existant pour n'importe qu’elle formule propo-
sitionnelle. Les expériences ont montré qu'une telle ap-
proche était réaliste pour des problémes non triviaux. Un
travail intéressant et complémentaire serait de comparer
avec des prouveurs ASP qui prennent, pour calculer les mo-
deles stables, I'approche inverse a la notre, ie : la trémuct

de ASP vers SAT (comme par exemple ASSAT [21]).

En ce qui concerne les QBF, 'absence de benchmarks suf-
fisamment variés et de prouveurs disponibles ne permet pas
de réaliser une évaluation approfondie de notre proposi-

(2]

3]

[4]

5]

[6]

[7]

(8]

9]

tion. Il apparait clairement que la complexité en espace est 10]

le point central. Nous pensons néanmoins que l'approche
nouvelle que nous avons introduite fournit a la commu-
nauté un outil utile puisqu'’il permet de calculer I'ensembl
des solutions.

D’un point de vue pratique, tous les traducteurs présentés
ici ont été développés, sont opérationnels et dispoEibles

[11]

Un des défis de la communauté ASP est de fournir des [12]

prouveurs capables de gérer des programmes de taille im-
portante ; cela passe en partie, peut-étre, par retarder la
phase d’instanciation et inférer autant que faire se peut
au premier ordre. Si cet objectif était atteint, il seraitrd’
grand intérét pour notre méthodologie.
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