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Résumé

La plupart des procédures pour résoudre le probléme de validité
des formules booléennes quantifiées prennent en entrée seulement des
formules sous forme normale négative, voire sous forme normale con-
Jjonctive, et donc prénexes. Mais, il est rarement naturel d’exprimer un
probléme directement sous cette forme. Par exemple, en spécification,
des symboles propositionnels existentiellement quantifiés sont insérés,
selon un méme motif, pour capturer des résultats intermédiaires. Ainsi,
pour pouvoir utiliser les solveurs de ’état de ’art, il est nécessaire de
convertir toute formule booléenne quantifiée sous forme prénexe. Un
probléeme majeur de cette mise sous forme prénexe est qu’elle détruit
completement la structure originale de la formule. De plus, lors de la
mise sous forme prénexe des bi-implications il y a duplication de leurs
sous-formules, ceci incluant les quantificateurs. Cela conduit générale-
ment a une croissance exponentielle de la taille de la formule. Dans ce
travail, nous nous focalisons sur le motif trés courant des résultats in-
termédiaires. Nous mettons en évidence des équivalences logiques qui
permettent d’extraire les sous-formules améliorant ainsi nettement les
performances des solveurs de I’état de I’art.

Mots-clés : Formules Booléennes Quantifiées (QBF), Mise sous forme
prénexe

Abstract

Most of the recent and efficient decision procedures for quantified
Boolean formulae accept only formulae in negation normal form as
input or in an even more restrictive format such as conjunctive nor-
mal form. In all cases, formulas has to be prenex, but real problems
are rarely expressed in such forms. For instance, in specification, in-
termediate propositional symbols are used to capture local results with



always the same pattern. So, in order to use state-of-the-art solvers the
original formula has firstly to be converted in prenex form. A draw-
back of this preliminary step is to destroy completely the original struc-
tures of the formula. Furthermore, during the prenexing process, bi-
implications are translated in such a way that there is a duplication
of their sub-formulae including the quantifiers. In general, this pro-
cess leads to an exponential growth of the formula. In this work, we
focus on this very common pattern of intermediate result. We introduce
new logical equivalences allowing us to extract these sub-formulae in a
way that can improve the performance of the state-of-the-art quantified
Boolean solvers.

Key-words: Quantified Boolean Formulae (QBF), Prenexing strategy

1 INTRODUCTION

Le probleme de validité pour les formules booléennes quantifiées (QBF)
est une généralisation du probléme de satisfiabilité pour les formules boo-
léennes. Tandis que décider de la satisfiabilité des formules booléennes est
NP-complet, décider de la validité des QBF est PSPACE-complet. C’est le
prix a payer pour une représentation plus concise pour de trés nombreuses
classes de formules. D’importants problemes de décision parmi des champs
tres divers ont des transformations polynomiales vers le probleme de validité
des QBEF : la planification [24, 2], le «Bounded Model Construction» [2],
la vérification formelle de circuit (voir [7] pour un panorama), les jeux fi-
nis a deux joueurs [21, 1, 25] et la compilation de langages logiques non-
monotones [17, 16, 9, 8] ou d’autre formalismes de méme classe de com-
plexité tels que les « diagrammes d’influence possibilistes » (pour le calcul
de la stratégie pessimiste optimale [20]).

La plupart des procédures actuelles pour décider des QBF nécessitent
d’avoir en entrée une formule sous forme normale négative voire sous forme
plus restrictive comme la forme normale conjonctive. Or, les problémes sont
rarement exprimés directement sous cette forme qui détruit complétement la
structure originale du probléme. Il est plus naturel de les représenter en utili-
sant la richesse du langage et donc a 1’aide d’opérateurs plus expressifs (in-
cluant I’'implication, la bi-implication et le ou-exclusif) et avec des quantifi-
cateurs a I’intérieur des formules. Ainsi la mise sous forme normale négative
nécessite pour les QBF, comme pour les formules de la logique des prédi-
cats, cinq étapes : (i) le remplacement des bi-implications et des ou-exclusifs
par leurs définitions avec des implications, des négations, des conjonctions
et/ou des disjonctions ; (ii) le renommage des symboles propositionnels de
telle maniére que des quantificateurs distincts lient des symboles proposi-
tionnels distincts ; (iii) ’extraction des quantificateurs ; (iv) le remplacement
des implications par leurs définitions avec des négations, des conjonctions
et/ou des disjonctions ; (v) I’application des lois de de Morgan. La mise sous
forme normale conjonctive nécessite une étape supplémentaire a la mise sous



forme normale négative ; elle a été largement étudiée [23, 14, 15] puisque
cette forme normale est aussi le format d’entrée de bon nombre des sol-
veurs pour le probleme SAT, de satisfiabilité d’une formule booléenne (non
quantifiée). L’ensemble des transformations précédant la soumission d’un
probléme a un solveur QBF est décrit dans la figure 1.

Probléeme

QBF non prénexe

mise sous forme prénexe

QBF prénexe

ise sous FNC b

QBF FNC Solveur QBF valide ou non

|

FIG. 1 — Etapes menant a la décision d’un probleéme via les QBFE.

Les trois premieres étapes de ces mises sous forme normale sont réunies
sous le terme de mise sous forme prénexe. Il n’existe pas une unique forme
prénexe associée a une QBF et selon la stratégie choisie pour 1’ordre d’ex-
traction des quantificateurs, le temps de résolution peut étre fortement in-
fluencé [18]. Mais, autant que nous sachions, aucune stratégie n’est fournie
pour extraire les quantificateurs de formules booléennes quantifiées conte-
nant des bi-implications et des ou-exclusifs. C’est un probleme important
puisque I’élimination classique des bi-implications duplique les quantifica-
teurs nichés dans leurs sous-formules conduisant a une croissance exponen-
tielle de leur nombre et de la taille de la formule.

L article est organisé ainsi : en section 2, nous présentons des préliminaires
sur la logique propositionnelle et les formules booléennes quantifiées ; en
section 3, nous analysons le lien entre la mise sous forme prénexe et la bi-
implication, nous proposons une stratégie pour extraire le motif tres récurrent
du résultat intermédiaire, nous présentons une famille d’exemples théoriques
et une famille d’exemples pratiques dans le but d’évaluer notre stratégie ; en
section 4, nous décrivons quelques résultats expérimentaux pour notre straté-
gie sur nos deux familles d’exemples pour un ensemble de solveurs QBF de
I’état de I’art ; en section 5, nous concluons et tragons quelques perspectives.

2 PRELIMINAIRES

2.1 Logique propositionnelle

L’ensemble des valeurs booléennes vrai et faux est not¢é BOOL. L'en-
semble des symboles propositionnels est noté SP. Les symboles T et L
sont les constantes booléennes. Le symbole A est utilisé pour la conjonc-
tion, V pour la disjonction, — pour la négation, — pour I’implication, <
pour la bi-implication et & pour le ou-exclusif. L’ensemble des opérateurs



binaires {A, V, —, <, @} est noté O. L'ensemble PROP des formules pro-
positionnelles est défini inductivement ainsi : tout symbole propositionnel
ou constante propositionnelle est élément de PROP; si F' est élément de
PROP alors —F est élément de PROP ; si F' et G sont éléments de PROP
et o est élément de O alors (F' o G) est élément de PROP. Un littéral est un
symbole propositionnel ou la négation de celui-ci. Une clause est une dis-
jonction de littéraux. Une formule propositionnelle est sous forme normale
négative (FNN) si la formule n’est constituée exclusivement que de conjonc-
tions, disjonctions et littéraux. Une formule propositionnelle est sous forme
normale conjonctive (FNC) si c’est une conjonction de disjonctions de lit-
téraux. Toute formule sous FNC est une formule sous FNN. Une valuation
v est une fonction de SP dans BOOL (I’ensemble des valuation est noté
VALUATION).

2.2 Syntaxe des formules booléennes quantifiées

Le symbole 3 est utilisé pour la quantification existentielle et V pour la
quantification universelle (¢ est utilisé pour noter un quantificateur quel-
conque). L’ensemble QBF des formules booléennes quantifiées est défini
inductivement ainsi : si F' est un élément de PROP alors c’est un élément
de QBF; si F' est un élément de QBF et x est un symbole propositionnel
alors (3z F') et (Vz F) sont des éléments de QBF; si F' est élément de
QBF alors —F est élément de QBF ; si F' et GG sont éléments de QBF et o
est élément de O alors (F o G) est élément de QBF. Un symbole proposi-
tionnel x est libre s’il n’apparait pas sous la portée d’un quantificateur dz ou
Vz. L’ensemble des symboles propositionnels libres d’'une QBF F' est noté
SPL(F). Une QBF est close si elle ne contient pas de symbole proposi-
tionnel libre. Une substitution est une fonction de 1’ensemble des symboles
propositionnels dans 1I’ensemble des formules (quantifiées ou non). Nous dé-
finissons la substitution de x par F' dans G, notée [x — F|(G), comme étant
la formule obtenue de G en remplagant toutes les occurrences du symbole
propositionnel x par la formule F' sauf pour les occurrences de x sous la
portée d’un quantificateur portant sur z. Un lieur est une chaine de carac-
tere q1x1 . . . gn Ty, aVec T1,. . ., x, des symboles propositionnels distincts et
q1 - - - ¢, des quantificateurs. Une QBF QF est sous forme prénexe si () est
un lieur et F' est une formule booléenne, appelée matrice. Une QBF prénexe
QF est sous forme normale négative (resp. conjonctive) si F' est une formule
booléenne en FNN (resp. FNC).

2.3 Sémantique des formules booléennes quantifiées

La sémantique des QBF présentée ci-dessous s’inspire des sémantiques de
la logique propositionnelle et des prédicats présentées dans [19]; elle fait
appel a la sémantique des (constantes et) opérateurs booléens qui est définie
de maniere habituelle, en particulier, a chaque (constante et) opérateur (resp.



T, L, =, A, V, —, <) est associée une fonction booléenne (resp. ¢,7, :—
BOOL, i : BOOL — BOOL, ip,iy,i-,i., : BOOL x BOOL —
BOOL ) qui en définit sa sémantique ; la sémantique des QBF fait aussi
appel a une sémantique pour les quantificateurs :

2,45 : (VALUATION — BOOL) x VALUATION — BOOL
iZ(f)(v) = iv(f(v[z := vrail), f(v[z = faux]))
iE(f)(v) = in(f(v[z = vrai]), f(v]z := faux]))

enfin elle est définie inductivement :
[L))(v) = ivs
[TN(v) =it
[z]](v) = v(x) siz € SP;
[(F o G)}(v) = o ([F)(v), [[G]](v)) si F' G € QBF eto € O
[~F]l(v) = i-([[F]}(v)) si F' € QBF;
(B2 F)])(v ) E([[F]))(v) si F' € QBF;
- [[(vz F))i(v) = Zv([[F]D(v) si " € QBF.

Une QBF close F est valide si [[F]](v) = vrai pour toute valuation v. Par
exemple la QBF Ja3bVe((a V b) « ¢) n’est pas valide tandis que la QBF
VedaTb((a vV b) < ¢) Iest. Cet exemple montre que 1’ordre des quantifica-
teurs est crucial pour décider de la validité d’'une QBF.

Comme dans le cas propositionnel, une relation d’équivalence notée = est
définie pour les QBF par F' = G si [[F]](v) = [[G]](v) pour toute valua-
tion v. En lien avec I’exemple qui précede, JxIyF = JydaxF et VaVyF =
YyVa F mais JaTbVe((a V b) < ¢) Z VedaTFb((a V b) < ¢).

Enfin, rappelons que le probléme (SAT) consistant a décider si une for-
mule booléenne est satisfiable ou non est le probleme canonique de la classe
NP-complet. De son c6té, le probleme consistant a décider si une formule
booléenne quantifiée est valide ou non est le probleéme canonique de la classe
PSPACE-complet [26].

- [
[
[
[
[
[

3 FORME PRENEXE ET BI-IMPLICATIONS

3.1 Motivations

Dans [18], les auteurs définissent des stratégies pour la mise sous forme
prénexe selon I’ordre d’extraction des quantificateurs et montrent expérimen-
talement que cela peut avoir une forte influence sur le temps de résolution né-
cessaire aux différentes procédures. Cependant, il n’existe pas de régle pour
extraire des quantificateurs de la bi-implication (ou du ou-exclusif).

Comme suggéré dans I’introduction, la mise sous forme prénexe se dé-
compose en trois étapes que nous détaillons ici :



1. Le remplacement de la bi-implication et du ou-exclusif par leurs défini-
tions selon I'implication, la négation, la conjonction et/ou la disjonction
est généralement réalisé par les deux équivalences suivantes :

1) (A—B)= (A—B)A(B—A)) 2) (A®@B) = ((AVB)A—(AAB))

Chacun peut constater que les formules A et B sont dupliquées.

2. Lerenommage des symboles propositionnels tel que des quantificateurs
distincts lient des symboles propositionnels distincts peut étre réalisé
avant 1’étape d’extraction des quantificateurs mais peut aussi étre inter-
folié avec celle-ci.

3. L’extraction des quantificateurs est généralement basée sur les équiva-
lences suivantes, héritées de la logique classique du premier ordre, elles
restent vraies pour les QBF (F, G et H sont des QBF et x est un symbole
propositionnel tel que = ¢ SPL(H))

3) (Jz ~F) = ~(Va F) 4) (Vo -F) = ( F)

) (Vo F) = F,ifz ¢ SPL(F) 6) (3z F) = x & SPL(F)

) (Vo (FAH)) = (Ve F)AH) 8 (Vo (F\/H))E((Vm F)V H)

) G (FAH) = (3 F)AH) 10) (3z (FV H)) = ((3z F) Vv H)
11)( (FAG)) = (V& F)A(Yz G)12) (3z (FVG)) = ((3z F)V(3z G))
13) (Va (F — H)) = ((3z F) — H) 14) 3z (F — H)) = (V2 F) — H)
15) (Va (H — @) = (H — (Yo G)) 16) (Jx (H — @) = (H — (32 G))

Les équivalences 13 a 16 pour I’implication sont aisément déductibles des
équivalences 3 a 12. L'extraction des quantificateurs est un processus qui
consiste a appliquer ces équivalences de la droite vers la gauche jusqu’a ob-
tenir un point fixe correspondant a une QBF sous forme prénexe. La mise
sous forme prénexe conserve la validité mais ne garantit ni de garder la taille
de la formule ni I’espace de recherche associé. Le pouvoir d’expression de
la bi-implication s’étend bien au dela de la simple équivalence logique entre
(F < G)et ((G — F)AN(F — G)) : un quantificateur présent dans F'
ou G, de part les équivalences logiques 13 a 16, sera extrait aussi bien sous
sa forme universelle que sous sa forme existentielle, et ce quelle que soit sa
forme initiale. Si cela n’a aucun impact vis-a-vis de la validité, il n’en est
pas de mé&€me vis-a-vis du calcul. Nous montrons dans les exemples suivants
qu’a la fin des trois étapes de la mise sous forme prénexe, I’augmentation de
la taille de la formule n’est pas le seul probleme, méme pour une formule
tres simple.

Soit @ un symbole propositionnel, ¢, ¢1 et ¢o des formules booléennes
quantifiées telles que ¢ = (¢1 < Ja(p2)) et a € SPL(¢1). Dans un pre-
mier temps il faut exprimer la bi-implication a ’aide de la conjonction et de
I'implication : ¢ = ((¢1 — Ja($2))) A ((Ja ¢2) — ¢1)). Les formules
@1 et ¢o ont été dupliquées. Ensuite, il faut extraire les quantificateurs des
implications : ¢ = ((3a (¢1 — ¢2)) A(Va (¢2 — ¢1))). Il faut renommer
une des occurrences du symbole propositionnel a afin d’extraire les quan-
tificateurs de la conjonction : soit b un nouveau symbole propositionnel et



¢h = [a « b(¢2) alors : ¢ = (Ja (Vb (41 — ¢2) A (¢h — 1))
L’ordre d’extraction des quantificateurs aurait pu étre inversé, nous aurions
obtenu : ¢ = (Va (3b ((p1 — ¢2) A (95 — ¢1)))). Dans le cas général, si
F' est une formule booléenne quantifiée, (Vy (3= F)) n’est pas équivalente
a (3x (Vy F)). Le fait de savoir que les quantificateurs peuvent s’inverser
contrairement au cas général est une information importante qui pourrait étre
exploitée par les procédures de décision pour le probleme QBF. Les sym-
boles propositionnels a et b représentent le méme symbole propositionnel
de la formule non prénexe mais rien dans la formule prénexe ne semble les
mettre en relation.

Pour conclure cette partie sur les motivations, nous envisageons le cas
ou un quantificateur doit traverser plusieurs bi-implications. Nous montrons
dans I’exemple suivant, que le choix de la position des parentheses peut in-
fluer sur la taille de la formule mise sous forme prénexe. Soit @ un symbole
propositionnel, ¢q, ¢g4, ¢1, P2 et ¢3 des formules booléennes quantifiées
telles que ¢ = ((¢1 <= ¢2) < (Ja ¢3)), da = (41 < (2 < (Ja ¢3)))
avec a € SPL(¢p1) et a & SPL(¢2) alors ¢pg = ¢, par associativité de la
bi-implication. Nous mettons ¢4 sous forme prénexe :

dg = (61 ¢2) = Fads)) A((Ba ¢3) — (¢1 < ¢2)))
¢y E"T 3avb(((¢1 < 2) — d3) A (la — )(d3) — (61 < 2)))
puis ¢q :
ba = (61 < (92 — (Fa ¢3)) A ((Fa ¢3) — ¢2)))
bd = (1 — ((p2 — (Fa ¢3)) A ((3a ¢3) — ¢2)))A
(((92 — (Ja ¢3)) A ((3a ¢3) — ¢2)) — ¢1))
ba VRN Ja3cvbvd

((¢1 = ((¢2 = ¢3) A (la < b](¢3) — $2)))A
(92 — [a — d|(¢3)) A ([a « c|(¢3) = ¢2)) — ¢1))

Les formules ¢4 et ¢4, bien qu’équivalentes, n’ont pas du tout la méme
taille ni le méme nombre de symboles propositionnels une fois mises sous
forme prénexe. Maintenant, si la formule considérée est

(01 = (d2 = ... (00 = (Fa Pn11))))

alors 2" symboles propositionnels sont créés dont la moitié est quantifiée
universellement. Les formules ¢,, et ¢,,11 sont recopiées 2" fois, la formule
¢n_1 est recopiée 271 fois, et ainsi de suite, jusqu’a ¢; qui est recopiée
2 fois. La taille de la formule et le nombre de symboles propositionnels
croissent exponentiellement avec le nombre de bi-implications traversées.
Si chacune des ¢ posseéde un quantificateur a extraire, il sera impossible
d’éviter le pire cas.



3.2 Forme prénexe et résultats intermédiaires

La section précédente a montré 1I’importance du probleme de la mise sous
forme prénexe lorsque des quantificateurs apparaissent dans les bi-implica-
tions. Puisque (A & B) = —(A < B) = (~A < B), dans ce qui suit,
nous ne traiterons que des bi-implications. Autant que nous sachions, ce
probleme est généralement occulté dans le processus de traduction du pro-
bleme spécifié en une QBF sous FNC équivalente donnée en entrée a une
procédure de décision QBF. Dans cette section, nous portons notre atten-
tion sur deux cas tres fréquents qui apparaissent en programmation ou en
spécification : la déclaration de résultats intermédiaires et la déclaration de
domaine. Le premier cas est basé sur I’introduction d’un symbole proposi-
tionnel existentiellement quantifié en association avec une conjonction dans
le but d’améliorer la lisibilité de la spécification ou de capturer les résultats
intermédiaires d’un calcul présent en de maints endroits. Pour les QBF, par
extension des résultats propositionnels classiques [27], nous nous intéres-
sons au motif (3 ((z < F) A G)), x symbole propositionnel intermédiaire
absent de F', qui est équivalent a [z «+ F|(G). Le second cas est basé sur
I’introduction d’un symbole propositionnel quantifié universellement en as-
sociation avec une implication pour exprimer le domaine du symbole propo-
sitionnel (ie : une propriété a vérifier par le symbole). Dans les deux cas, nous
appelons (z < F’) la définition de x. Le résultat suivant démontre qu’en fait
les deux techniques sont équivalentes dans le cas des QBF.

Théoréme 1
Soient F' et G deux QBF et x un symbole propositionnel qui représente un
resultat intermédiaire F, avec x ¢ SPL(F), alors

(32 (¢ = F) A G)) = (Va (x = F) — G)).

Preuve 1

xz

—~
L

Fex)NG))
(F— T)Ax«— THG)
(F e T)Vr— L)(G)) A

((
EE g (F = L) Afr < 1](G))
((F = T) = [z — LJ(G)
((
(v

)
(F = 1)V[z < TI(G)))
JA((F = 1) = [z = T|(G)))
(F e L) =z = LG)A(F < T) = [z = TIG)))

(F ) = G)

11 1S

—~

car ((mAVB)A(AVC)AN(BVC))=((wAVB)A(AV()). O

Par le théoréme précédent, nous nous focalisons uniquement sur le motif
existentiel.

Puisque les solveurs prennent en entrée généralement des QBF sous FNC,
le statut spécial des symboles propositionnels intermédiaires est totalement
perdu et ils sont traités comme les symboles propositionnels du probleéme



initial. Une maniere simple de se séparer de ces symboles intermédiaires est
d’appliquer 1’équivalence déja introduite (Jz ((xz < F) AG)) = [z <
F](G) mais cela peut conduire & une croissance exponentielle de la taille de
la formule.

A la place, nous proposons d’extraire ces symboles propositionnels grice
au théoreme suivant.

Théoreme 2
Soient I, G et H trois QBF et x un symbole propositionnel qui représente
le résultat intermédiaire F', avec © ¢ SPL(H), v ¢ SPL(F) alors

(H = (Fz ((z = F) A G))) = Bz ((z = F) AN (H < G))).

Preuve 2
La preuve pour le ou exclusif est similaire.

H o (Fz((F < z)ANQ))
(H — (Fz (F < 2) NG)) AN((Fz (F < 2) AG)) — H))

= Ve (H — (F < 2) AG) A ((F < 2') Az« 2'](G) — H))
= BV (HV((F < 2)ANG) A (—((F < 2') Az — l"]( )V H))
= Eme (FHA=((F - 2YANz—2)(G)V(((F < z)ANG)AH))
= (Vo' ("HA (= (F = 2') Valz —2')(G)))V

Bz (((F < ) ANG) A H)))
(CHA(2(F < L)V alz 2]z’ — LI(G)A
(~H A (=(F < T)V=lz 2z’ — TI(G))))V
(Fe LAz = LUG)ANH)V ((F < T)Az < TI(G)) A H)))
((FHA=(F < L))V (=H A=z — L](G))A
(CHA=(F < T))V (~H A=z« T(G)))V
(Fe LAz = LU@)ANH)V((F < T)Az < TI(G)) A H)))
—HA~(F < L))N(—~HA=(F < T)))V
—H A=z — LJ(G)AN(—HA-(F < T)))V
—HA-(F < L)A(=HA [z« TI(G)))V
—H A=z — L(G)) A (=H A=z — T|(G)))V
(Fe LAz — LUG)ANH)V ((F < T)Az — TI(G)) A H)))
((FH A =[xz — LI(G) A (F < L)V
(FH Az = THG) A(F < T))V
(HA[z— L(G) A (F < L)V
(HA[z = THG) A (F < T)))

1l 1l
= =

1l
—~
NN

= Bz ((FHA-G)AN(F <))V ((HAG)A(F <))
= (G (F ) A (AH A-G) v (H A G)))
= (Fz (F<2)A(H<G)

O

3.3 Mise sous forme prénexe et résultats intermé-
diaires

Les quatre algorithmes suivant appliquent ensemble et récursivement ce
théoreme a toutes les bi-implications satisfaisant le motif.



Algorithme 1 recherche
Entrée: Une QBF F
Entrée: Un ensemble de symboles propositionnels S,
Sortie: Un ensemble de définitions
selon F' faire
cas (3z G)
retourner recherche(G,Ss, U {z})
cas (GAH)
retourner recherche(G, Ssp) Urecherche(H, Ssp)
cas (z < G)
siz € S, alors
retourner {(z — G)}
sinon
retourner ()
fin si
par défaut
retourner ()
fin selon

Soit (¢ < ¢) une QBF, I'algorithme recherche recherche toute dé-
finition satisfaisant le motif (3= ((x < F) A G)) dans ¢ tout en reld-
chant la contrainte ¢ SPL(F). En fait, le motif peut étre encastré dans
une succession de motifs similaires grace a I’équivalence 9, I’équivalence
(3z (3y F)) = (Jy (3z F)), ainsi que "associativité et la commutativité de
la conjonction. Par exemple

recherche((1 A (3a (3 ((a < @a) A (b d) A 62))))), ) =
{(a A ¢a)7 (b N ¢b)}

Dans ce qui suit, nous dénotons {(a < ¢,), (b <> ¢3)} par Sy.

Algorithme 2 extrait

Entrée: Un ensemble de définitions Sy
Entrée: Un ensemble de symboles propositionnels S,
Sortie: Une liste de définitions
Ld = nil
tant que il existe (e < d) € Sy tel que SPL(d) C S, faire
Sq := Sg privé de I’ensemble des définitions sur e
Ssp = Ssp U {e}
Ld = ((6 — d),Ld)
fin tant que
retourner L 4

L’algorithme extrait applique la contrainte x ¢ SPL(F') a I’ensemble
des définitions obtenu par 1’algorithme recherche grace a un tri topologique
qui extrait une liste de définitions. Toutes les définitions de I’ensemble ne



sont pas insérées dans la liste : par exemple si a € SPL(¢s), b € SPL(¢q)
et S, est un ensemble de symboles propositionnels tel que a & S, et b €
Ssp alors extrait(Sy, Ssp) = nil sinonsia ¢ SPL(¢p) maisb € SPL(¢q)
alors

extrait(Sq, Ssp) = -((b < &), -((a — ¢q),nil))

puisque

(@1 A (Fa (3b ((a < ¢a) A ((b = dp) A ¢2)))))

= (@ (b= o) A(Fa ((a = da) NP1 Ad2)))))
Algorithme 3 applique

Entrée: Une QBF I
Entrée: Une liste de définitions Ly
Sortie: Une QBF
Une liste de définitions Lyep,y 1= Lg
tant que non vide(L,) faire
(e & d) := téte(Ly)
Fi=((e = d) A (e = d) — T|(F))
Ly := queue(Ly)
fin tant que
tant que non vide(Lie,y,) faire
(e <> d) := téte(Liemp)
élimination de F'du quantificateur existentiel portant sur e
F:=(3eF)
Liemp := queue(Liemp)
fin tant que
retourner F'

L’ algorithme applique applique effectivement le théoreme 2 en deux étapes
sur la QBF ¢ pour la liste de définitions extraites par 1’algorithme extrait.
Premierement, les définitions sont remplacées par T dans la QBF puisque
les définitions sont connectées conjonctivement et sont réintroduites a 1’exté-
rieur de la QBF : par exemple (¢1 A(Ja (3b ((a < ¢a)A((b = dp)AP2)))))
est remplacé par

(b= @) A((a = ¢a) A (D1 A (Fa (30 (T A (T A¢2)))))))
= (b= o) A(a < da) A(dr A (Ba (3b¢2)))))-

Deuxiemement, les quantificateurs existentiels pour les symboles proposi-
tionnels de la liste de définitions sont éliminés de la formule et réintroduits
a Pextérieur de celle-ci : par exemple, ((b < ¢p) A ((a « ¢o) A (P1 A
(3a (3b ¢2))))) est remplacé par

(3b (Fa ((b = @) A ((a < ¢a) A (P21 A $2)))))
= (3 (b= ) A(EFa ((a = ¢a) A (D1 A ¢2)))))-



Algorithme 4 rec_de f_extract
Entrée: Une QBF F
Entrée: Un ensemble de symboles propositionnels S,
Sortie: Une QBF équivalente a F' avec ses définitions extraites
selon I faire
cas (gz G)
retourner (g rec_def_extract(G,{z} U Ssp))
cas -G
retourner —rec_def_extract(G, Ssp)
cas (GoH)eto e {A,V,—}
retourner (rec_def_extract(G,Ssp) o rec_def_extract(H,Ssp))
cas (G — H)
Une QBF G’ := rec_def_extract(G, Ssp)
Une QBF H' :=rec_def_extract(H, Sp)
Une liste de définitions L, := recherche(G’,0) U recherche(H', ()
retourner applique((G' < H'), extrait(Lq, Ssp))
par défaut
retourner F'
fin selon

L’algorithme rec_de f_extract applique récursivement I’ extraction des mo-
tifs sur toutes les définitions possibles dans un processus allant de 1’ intérieur
vers ’extérieur de la formule. Ainsi, des définitions peuvent franchir plu-
sieurs bi-implications.

Il n’est pas difficile de prouver grace au théoreme 2 le théoréme de correc-
tion suivant.

Théoréme 3
Soit F' une QBF alors rec_def_extract(F, () = F.

Preuve 3

Soit F' une QBF alors, par induction sur la structure, recherche(F, () est
un ensemble de définitions de F' qui sont telles qu’elles ne sont séparées de
la racine de la formule F' (considérée comme un arbre) que par des nceuds
étiquetés par des existentielles ou des conjonctions.

Soient I et G deux QBF alors, par point fixe sur I’ordre d’inclusion des en-
sembles, extrait(recherche(F, §)Urecherche(G, (), S) est une liste [(e1 <
dy),...,(en < dy)] telle que (par la propriété ci-dessus) chaque (e; < d;)
est une définition de (F — G) séparée de la racine de la formule unique-
ment par des nceuds étiquetés par des existentielles ou des conjonctions et
pour toute;, 1 <i<n,SPL(d;) CSU{er,...,ent.

Soient F' et G deux QBF alors, par récurrence sur le nombre d’éléments
de la liste extrait(recherche(F, () U recherche(G,0),S), le théoreme 2,
I’équivalence 9 et I’équivalence (3x (Jy H)) = (3y (3= H)), H une QBF



quelconque (avec S5, = SPL((F < G))):
applique((F «— G), extrait(recherche(F, ) Urecherche(G,0), Ssp)) =
(F < Q).

Enfin, par induction sur la structure et par la propriété exprimée ci-dessus,
rec_def_extract(F,0) = F pour une QBF F quelconque. ]

3.4 Chaines de bi-implications

Nous définissons un exemple théorique pour évaluer I’impact de notre stra-
tégie sur une chaine de bi-implications : th, = (£ < (& < ...(§n-1 <
(£)))) dans laquelle chaque & contient un résultat intermédiaire comme
cela a été proposé dans la section 3.1 sur les motivations. Nous avons choisi
des &, de la forme 3z ((x < (c Vb)) A (z A a)), avec xy, le résultat in-
termédiaire et a, b et ¢ des symboles propositionnels présents dans d’autres
maillons de la chaine de bi-implications. La QBF th,,, pour n > 4 et m =
n — 2 est de la forme :

th, = deg...de, YugVu, Vus
( (ﬂmn((xn = (em—2V emfl)) A (mn A em))) =
( (Hxn—l((xn—l A (em—?y \ em—2)) A (xn—l A em—l))) A

((Fza((za < (e Ver)) A(zs Aeg))) <
((Fzs((zs < (uz Veo)) A (x5 Aer))) <
((Bz2((22 < (u1 Vuz)) A2 Aeg))) <
(Fz1((z1 < (uo Vur)) A (21 Auz2)))) ) )-))

Pour tout n, la QBF th,, n’est pas valide. Si 1’on applique la transformation
traditionnelle, I’alternance de quantificateurs et de bi-implications mene a
une croissance exponentielle de la taille de la QBF th,, sous FNC vis-a-vis
de n ce qui n’est pas le cas avec notre stratégie.

L’exemple suivant, pour n = 7, une fois mis sous forme prénexe de fa-
con classique, ne peut étre résolu par les différents solveurs de notre étude
expérimentale en moins d’une heure :

thy = degeiesesesesVugugus

((Bz7 ((z7 < (e3 Vea)) A (z6 Aes))) <
((Fre ((z6 < (€2 Ve3)) A (6 Aes))) <
((Frs ((z5 < (€1 Ve2)) A (5 Aes))) <
((Brg (24 < (€0 Ver)) A (za Ae2))) <
((Fzs ((z3 < (u2 Veo)) A (z3 Aer))) <
(B2 (72 < (u1 Vuz)) A (22 Aeg))) <
(Fz1 (71 < (w0 V1)) A (21 A u2)))))))))

La version FNC de cette QBF contient 1148 symboles propositionnels
différents (98 sont universellement quantifiés) et 3038 clauses tandis que
la QBF transformée par I’algorithme rec_def_extract puis convertie sous



FNC a seulement 33 symboles propositionnels (3 universellement quanti-
fiés) et 82 clauses ; grace a notre stratégie, la QBF thgggo transformée a été
décidée en moins d’une heure (voir la section 4).

3.5 Veérification formelle : I’'additionneur n-bits

Lors de la conception de circuits logiques, le but est de construire un circuit
qui corresponde au comportement souhaité. C’est-a-dire que pour chaque jeu
d’entrées possible, la sortie attendue est obtenue. Le plus souvent le modele
booléen du circuit differe grandement du circuit congu par I’ingénieur pour
des raisons pratiques (encombrement, prix, intégration, etc...). La vérifica-
tion formelle de circuit est un des problémes qui s’expriment a 1’aide de for-
mules de la logique monadique. La construction de modeles bornés (Boun-
ded Model Construction), est une méthode pour résoudre des problemes de
validité de formules de la logique monadique en les transformant en QBF
et en cherchant la validité des formules obtenues. Parmi les circuits, la vé-
rification de I’additionneur n-bits est devenu un probleme classique dans sa
version QBF et sa description complete peut étre trouvée dans [3, 2]. La vé-
rification de 1’additionneur consiste a vérifier I’équivalence en logique mo-
nadique entre la structure du circuit et le comportement souhaité. Dans ce
qui suit, la QBF add;y,, correspond a I’'implantation du circuit, sa structure,
et add,pe. a la spécification, son comportement. (n est la taille de I’addition-
neur, A et B sont les deux n-bits a additionner, S le résultat de I’addition, c;
la retenue en entrée et c, la retenue en sortie.) Ainsi, la validité de la QBF
ci-dessous add,, assure la correction de 1’additionneur n-bits physique.

add,, = VnVAYBYSYc¢ Ve,
(addimpl(na Aa Ba Sa Ci, Co) Ad addspec(nv A; Ba Sa Ci, Co))

Nous donnons en exemple la QBF
add; = (addimpl(la A, B, S, ¢, Co) e addspec(la A, B, S, ¢, Co))

avec

addimpi(1, A, B, S, ¢;, ¢o)
= 31}131)2(((1)1 (Il) 74\ DQ(JJQ)) A\ (3.%‘331‘43335(1)3(1‘3)/\
(Ci(zs, 21) A (Da(z4) A (D5 (25, 21, 23) A C2(22, 75, 24))))))))
addspec(1, A, B, S, ¢, co)
= 3%63Z7((D1 ((ﬂg) N D2(1L7)) N (Cg(xg, .T7) N 04(.%6)))

qui encode la vérification de 1’additionneur pour n = 1 avec les fonctions



booléennes suivantes :
Di(z) = (¢; < @),

= ((((A0 A Bo) V (Ag A ) V (Bo A ) < y),
Ca(x) = (((Ao < Bo) < So) < ).

Les fonctions C, 1 < k < 4, représentent le coeur de 1’implantation et de la
spécification. Les formules add;,y; et addsp.. contiennent des instances des
fonctions Dy, 1 < k < 5, qui sont des définitions a extraire. Les formules
addmp; et addgpe. contiennent des symboles propositionnels existentielle-
ment quantifiés, qui représentent des résultats intermédiaires, entre autres les
retenues.

La QBF ci-dessous add) est la QBF initiale add; mise sous forme pré-
nexe selon 1’algorithme classique (les symboles propositionnels yj sont is-
sus des symboles propositionnels x; par recopie des sous-formules de la
bi-implication). Les quantificateurs universels sont extraits en premier des
deux parties de la bi-implication dans le but de minimiser 1’alternance de
quantificateurs.

add’1 = VA()VB()VSOVC,'VCO

Vy1 VY2 VysVysVysVyeVyr 3o1 3redrs vy Jvs dre dar

[(D1(y1) A Da(y2) A D3(ys) A C1(y3, y1) A Da(ya) A Ds(ys, y1,y3)
NC(y2,Ys5,y4)) — (Di1(x6) A Da(x7) A Cs(xe, x7) A Cy(ws))|A
[(D1(ys) A D2(y7) A Cs(ys, y7) A Ca(ys)) — (D1(z1) A Da(z2)
/\D3(173) A Cl (1?3, .Il) A D4($4) A D5(1‘5, 1, 133) N 02(172, Is5, $4))]]

L’ ordre des symboles propositionnels influe grandement sur I’efficacité des
méthodes de résolution [18]; dans la mise sous forme prénexe de add; en
add}, 1’ordre des symboles propositionnels n’est contraint que par le res-
pect de I’ordre partiel qui nécessite que les quantificateurs universels des
symboles propositionnels initiaux du probléme doivent précéder les quanti-
ficateurs existentiels.

La QBF ci-dessous add! est la QBF initiale add; transformée a I’aide de
nos équivalences logiques puis mise sous forme prénexe selon 1’algorithme
classique.

addﬁ = VA()VB()VSOVCiVCOE'(El3%231’33%431’53(&33%7[Dl (1’1)/\
DQ(LL'Q) A\ D3(1‘3) A\ D4({L‘4) AN D5((E5, Xy, LL‘g) A Dy (:L‘G) A\ D2($7)]/\
[[C1(w3,21) A Co(x2, 75, 74)] = [C3(w6, 77) A Cy(6)]]

La matrice de la QBF obtenue est partagée en deux parties : la définition

des symboles propositionnels intermédiaires suivie de 1’exploitation de ces
symboles propositionnels intermédiaires dans le cceur de la bi-implication.



4 RESULTATS EXPERIMENTAUX

Dans le but d’évaluer I'impact de notre stratégie, nous avons développé
un programme Prolog ' pour générer des instances de nos chaines de bi-
implications avec résultats intermédiaires th,, comme décrit en section 3.4
et des instances de 1’additionneur n-bits add,, comme décrit dans la sec-
tion 3.5. La mise sous forme prénexe appliquée ne recherche pas I’ordre
optimal des quantificateurs. L’ordre des définitions dans la matrice n’a pas
non plus été optimisé. La mise sous forme normale conjonctive est calculée
grice a I’introduction de symboles propositionnels existentiellement quanti-
fiés. Cette mise sous forme normale fait croitre polynomialement la taille de
la QBF.

Les tests ont été réalisés sur un Intel(R) Pentium(R) 4 (2.80 GHz) avec
600M o de mémoire. Pour nos expérimentations, nous avons utilisé les sol-
veurs QBF : sKizzo v0.8.2-beta [6] qui est basé sur la skolemization sym-
bolique [4], Quantor 3.0 [10] qui combine la Q-résolution [12] et I’expan-
sion, QUBE-BJ1.2 [22] qui étend aux QBF la procédure Davis-Logemann-
Loveland [13] et une version plus récente, QuBEG6.3, qui integre pour pré-
processeur la Q-résolution [11]. Les expériences ont été menées d’abord avec
les options par défaut des différents solveurs (en particulier, la Q-résolution
comme pré-processeur de sKizzo).

4.1 Chaines de bi-implications

Aucun des solveurs QBF testés n’a été en mesure de décider si th,, est
valide ou non pour 6 < n sans appliquer notre stratégie (QuBE6.3 a décidé
en 1 seconde pour n = 5 mais le temps de calcul a excédé les 3600 secondes
pour n = 6, Quantor a décidé en 0.2 seconde pour n = 5 mais a excédé
I’espace mémoire disponible pour n = 6, sKizzo a décidé en 10.5 secondes
pour . = 6 mais le temps de calcul a excédé les 3600 secondes pour n = 7).
En fait, la taille de la QBF mise sous FNC croit exponentiellement avec n.
La figure 2 rapporte les résultats pour les solveurs QBF testés sur les QBF
issues de I’algorithme rec_def_extract et mises sous FNC. Les deux axes
de la figure sont en échelle logarithmique.

4.2 Additionneur n-bits

Les résultats pour 1’additionneur n-bits sont rapportés dans le tableau 1 :
les temps de calcul sont en secondes, T signifie que le temps de calcul a ex-
cédé les 3600 secondes, M signifie que le calcul a dépassé I’espace mémoire
disponible. Les résultats de la colonne «sans» sont obtenus pour les QBF
originales mises sous FNC et ceux de la colonne «avec» sont ceux obtenus
pour les QBF calculées par notre stratégie puis mises sous FNC.

'L’ensemble des jeux d’essais et les programmes développés sont disponible sur http:
//www.info.univ-angers.fr/pub/damota/gbf.
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F1G. 2 — Temps de calcul en secondes pour des chaines de bi-implications
avec résultats intermédiaires traduites selon notre stratégie puis mises sous
FNC.

Les résultats du tableau 1 montrent que notre stratégie a permis d’obtenir
quasiment toujours le meilleur résultat. Pour tous les solveurs a part sKizzo,
les résultats sont nets. Pour ce dernier, avec n < 12, I’amélioration est si-
gnificative mais ces performances décroissent ensuite pour 1’additionneur n-
bits pour des tailles supérieures. Le résultat de notre stratégie pénalise les
grandes instances : il peut-&tre observé grice a une trace que sKizzo élimine,
par I'utilisation de la Q-résolution comme pré-processeur, des résultats inter-
médiaires (annulant ainsi en partie le travail accompli par notre algorithme).
Puisque QuBE®6.3, qui integre la Q-résolution aussi comme pré-processeur,
obtient des résultats pires que ceux de QUBE-BJ1.2 qui est sensé étre une ver-
sion moins performante, nous pensons que la Q-résolution a un grand impact
sur ce type de probleme. Dans le tableau 1 sont aussi rapportés des tests pour
sKizzo mais sans la Q-résolution pour lesquels nous obtenons les meilleurs
résultats de toute notre étude. L’amélioration obtenue par I’application de
notre stratégie est donc tres significative.



sKizzo avec sKizzo sans QuBE

add Q-résolution Q-résolution 6.3 BJ1.2 Quantor

n sans avec sans | avec avec avec sans avec
4 0,3 0,1 0,5 0,1 2,98 0,26 8,53 0,14
5 0,5 0,1 0,8 0,1 177,48 2,16 70,16 0,50
6 1,0 0,1 1,3 0,1 T 17,90 M 3,04
7 2,5 0,2 4,1 0,1 T 155,93 M 15,02
8 5,5 0.4 13,3 0,2 T 1199.67 M | 5343
9 9.4 1,1 5,1 0,3 T T M M
10 23,7 6,0 11,5 0,4 T T M M
11 125,5 31,1 244 0,4 T T M M
12 1709 143,7 18,0 0,5 T T M M
13 247,6 | 756,1 11,9 0,6 T T M M
14 915,6 T 19,7 0,8 T T M M
15 3501.4 T 15,6 0,9 T T M M
16 T T 244 0,9 T T M M
17 T T 78,0 1,4 T T M M
18 T T 68.4 1,6 T T M M
19 T T 59.4 1,1 T T M M
20 T T 130,9 1,3 T T M M
21 T T 78,1 2,4 T T M M
22 T T 1014 2,2 T T M M
23 T T 119.9 1,7 T T M M

TAB. 1 — Temps de calcul en secondes pour 1’additionneur n-bits «avec» ou
«sans» notre stratégie puis mis sous FNC.

5 CONCLUSION

Dans cet article, nous avons proposé différentes équivalences qui permet-
tent de traiter les résultats intermédiaires contenus dans des bi-implications
ou des ou-exclusifs pour des QBF non prénexes. Ces équivalences permettent
de conserver la taille de la formule et le nombre de symboles proposition-
nels, tout en sortant les quantificateurs afin de pouvoir réaliser une mise sous
forme prénexe. Il est possible de choisir le type de quantification du sym-
bole propositionnel intermédiaire et ainsi réduire le nombre d’alternances de
quantificateurs. Les QBF peuvent étre vues comme un jeu a deux joueurs : le
joueur existentiel essaye de rendre la formule valide alors que le joueur uni-
versel essaye de I'invalider. Un résultat intermédiaire est une conséquence
des choix précédents, il n’y a aucun choix a faire, peu importe quel joueur
joue ce coup. Notre proposition va dans ce sens, en permettant de faire jouer
un seul des deux joueurs au choix lors d’un résultat intermédiaire dans une
bi-implication, sans augmenter ni la taille de la formule ni le nombre de sym-
boles propositionnels.

Pour évaluer I'impact pratique de notre méthodologie, nous avons choisi
de réaliser deux types de tests. Tout d’abord nous avons défini un exemple
artificiel pour illustrer que dans certains cas la mise sous forme prénexe clas-
sique conduit a une croissance exponentielle de la taille de la formule pré-
nexe. L’étude expérimentale montre que notre nouvelle stratégie de mise sous
forme prénexe évite cette croissance exponentielle. La conséquence directe
de notre contribution est de rendre possible la décision par les solveurs de



I’état de I’art pour de grandes instances de ces QBF alors que cela était im-
possible méme pour de toutes petites. Ensuite, nous avons choisi un exemple
pratique et réaliste : la vérification formelle de circuits logiques, ol une
spécification doit étre équivalente a I’implantation du circuit. Les résultats
montrent I’impact positif de notre nouvelle stratégie de mise sous forme pré-
nexe. Nos tests montrent que pour le probleme choisi, la Q-résolution est
néfaste au temps de résolution. Il serait intéressant de voir, si celle-ci pour-
rait étre de nouveau performante si elle ne s’appliquait pas sur les résultats
intermédiaires.

L’étape suivante de ce travail consiste a étendre la stratégie de mise sous
forme prénexe pour non seulement extraire les résultats intermédiaires mais
I’ensemble des bi-implications et des ou-exclusifs. Un autre travail possible
est de comparer les différentes stratégies de mise sous forme prénexe pos-
sibles car il apparait que la maniere dont sont extraites les définitions peut
influencer grandement les temps de calcul. De plus, ayant constaté que les
solveurs QBF intégraient de plus en plus une représentation structurée du
lieur [5] et une forme clausale non prénexe des QBF, il serait intéressant
de travailler sur I’encodage (non prénexe, non FNC) du probléme original
et rechercher une QBF non prénexe FNC dont les symboles propositionnels
seraient triés selon qu’ils sont issus du probleme initial, des résultats inter-
médiaires ou des symboles liés a I’encodage en FNC. Nous serions alors a
méme d’exploiter plus d’information en vue d’évaluer I’impact des heuris-
tiques, comme la Q-résolution, sur ces différents types de symboles proposi-
tionnels.
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