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Introduction générale

Pourquoi ce « Propos sur les formules booléennes quantifiées » 7 De tous les mots de ce
titre, le premier est sans doute celui qui justifie le mieux cet ouvrage. Selon le dictionnaire,
un « propos » est, en premiere définition, « une suite de paroles », et en deuxieme, « ce
que l'on se propose ». Ce qui suit tient des deux et principalement du second en tant
que présentation de ma contribution au domaine des formules booléennes quantifiées. Une
autre raison m’attache a « propos » : les formules booléennes quantifiées prennent racine
dans la logique propositionnelle.

Alors pourquoi les formules booléennes quantifiées ? Ce formalisme a été pour la premiere
fois défini par Meyer et Stockmeyer [I46] 218] dans le domaine de la complexité comme une
« hiérarchie » de langages dont le premier intérét est de mettre en évidence des problemes
« naturels » (c’est-a-dire non artificiellement construits a ce propos) dont les solutions
sont calculables de maniere non polynomiale en fonction de la taille de ceux-ci; article
« The Polynomial-Time Hierarchy » [2I7] parfait cette « hiérarchie polynomiale » dont
les formules booléennes quantifiées sont une représentation. Le formalisme des formules
booléennes quantifiées a donc eu comme fées penchées sur son berceau la théorie de la
complexité qui en jette ses fondements, mais aussi la logique des prédicats dont il en
reprend de trés nombreuses propriétés, la logique propositionnelle dont il puise les intu-
itions et la plupart des méthodes de calcul et enfin la logique du second ordre dont il est
une restriction.

De complexité considérée comme déraisonnable puisque exponentielle, il a fallu plus de
vingt ans, une éternité dans la science si jeune qu’est I'informatique, et un bond fabuleux
de la puissance de calcul des ordinateurs, pour que Cadoli, Giovanardi et Schaerf [46, 47]
présentent les premiers résultats pratiques. Voici donc la raison principale de notre intérét
pour les formules booléennes quantifiées : ce formalisme fournit un « raccourci saisissant »,
comme en peinture, de I'informatique, théorique et pratique, science et technique. De mor-
phologie (la maniere d’écrire les formules) et de sémantique (ce que ces formules signifient)
élémentaires, les formules booléennes quantifiées offrent un espace de jeu (et de « je » pour
cet ouvrage masqué en « nous de majesté ») prodigieux et, lorsque nous avons commencé
a nous y intéresser, c’est-a-dire en deux-mille-quatre, relativement neuf.

Il s’est fait jour avec les premieéres procédures de décision que les formules booléennes
quantifiées pouvaient étre performantes en représentation, car permettant de décrire de
maniere compacte, c’est-a-dire dans le meilleur des cas avec un codage de taille logarith-
mique par rapport a celui dans la logique propositionnelle, si ce n’est encore en calcul
pour de nombreux domaines [I06] dont la planification [I86] [T70 [T8Y], la vérification selon
une borne de propriétés d'un modele (« bounded model checking ») [37, [16, [71, I17], la
vérification formelle de circuit [24) 142, B3], le test pour 'équivalence d’implémentation
partielle [195], la localisation et correction de fautes dans des circuits [Tl 206], le calcul de
la forme factorisée minimale d’une fonction booléenne [226], la définissabilité dans les cir-
cuits programmables FPGA [134], la vérification de propriétés dans les logiques de descrip-
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tion [124], le calcul de I’éloignement du centre d’un graphe pour un sommet [149], la compi-
lation de langages pour des raisonnements non-monotones (la circonscription, I’abduction,
la logique auto-epistémique et autres logiques modales, la logique des défauts de Reiter
et la programmation logique disjonctive au sein du systeme QUIP [77, [76, [75] 173, R2]),
les logiques paraconsistantes [35], ’argumentation [34] ou d’autre formalismes PSPACE
tels que les diagrammes d’influence possibilistes (PSP AC E-complet pour le calcul de la
stratégie pessimiste optimale [R7]) et les jeux finis a deux joueurs [I72, [70, 94} B [190].
Ce dernier domaine d’application est particulierement intéressant car il est au dela du
« simple » probléme de décision et demande le calcul d’(au moins) une solution qui peut
étre vue comme une stratégie, dans un jeu a deux joueurs, dédiée a un joueur dont 1’ad-
versaire est « universel » dans le sens ou il faut le vaincre quoi qu’il joue; cette utilisation
des formules booléennes quantifiées place ce formalisme au sein du domaine (méme stricto
sensu) de U'Intelligence Artificielle.

Dans la plus grande part des articles de la littérature, la sémantique des formules
booléennes quantifiées est présentée soit sous un angle ad hoc a une problématique, soit de
facon trés sommaire ne permettant pas d’avoir un cadre formel incluant tous les travaux de
la communauté. Cette remarque s’applique a nos propres travaux et un effort d’unification
est nécessaire pour exprimer dans un unique formalisme ’ensemble de nos contributions.
Nous proposons donc une sémantique hautement expressive ainsi qu'un calcul syntaxique
mettant en exergue des propriétés qui seront a la base de notre approche du parcours de
I’espace de recherche.

Bien apres que les bases des formules booléennes quantifiées furent jetées dans la
théorie de la complexité, une communauté naissante s’est d’abord intéressée aux aspects
calculatoires du probleme de décision car celui-ci prolonge le probleme de la satisfiabilité
d’une formule propositionnelle amenant & une recherche dans un espace combinatoire,
précédent théme de recherche pour de nombreux pionniers du jeune domaine.

Nous nous sommes aussi penché sur la spécification de procédures de décision mais
en s’affranchissant pour deux raisons de la norme morphologique historique imposant que
le fragment traité doit étre celui des formules (prénexes) sous forme normale conjonc-
tive : en premier lieu, bien que cette norme soit adaptée particulierement au probleme de
satisfiabilité d’une formule propositionnelle, elle est trop dissymétrique par rapport a la
sémantique des formules booléennes quantifiées pour en refléter la structure de ’espace
de recherche; en second lieu, bien que ce fragment soit complet dans le sens ou toute
formule booléenne quantifiée peut se traduire en une formule de méme sémantique mais
soumise a la norme, ce fragment induit une perte de la structure de la formule ainsi qu’un
impact sur I’espace de recherche. En conséquence, nous avons proposé ’abandon pur et
simple de la norme et le traitement du langage des formules booléennes quantifiées dans
son expressivité maximale selon deux approches diamétralement opposées : d'un coté, la
mise au point d’une nouvelle procédure de décision, d’un autre coté, la compilation vers
un autre formalisme disposant d’une procédure de décision propre.

La communauté s’est aussi employée a définir et calculer les solutions d’une formule
booléenne quantifiée soit pour répondre a un besoin de résultat, soit pour vérifier la per-
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tinence du calcul par I’émission d’un certificat. Dans cette optique, nous avons proposé
un formalisme plus souple que la simple construction d’une stratégie, dans I'interprétation
du jeu a deux joueurs, qui permet entre-autres d’ouvrir un nouvel espace de réflexion : la
compilation des formules booléennes quantifiées qui combine ’ensemble des solutions en
une forme qui permet de les extraire plus efficacement que dans la formule originale.

Mais la raison de ma rencontre avec ce petit (en apparence) pré carré est évidemment
historique : ma filiation académique est celle de la « programmation logique » et les équipes
de recherche au sein du LERIA (Laboratoire de Recherche en Informatique d’Angers)
étudiaient et étudie les logiques non-classiques ou non-monotones. Ces dernieres, par une
transformation qui conserve la complexité, se codent en des problemes sur les formules
booléennes quantifiées, celles-ci se retrouvant comme point commun algorithmique.

Ce sont donc des concepts et des outils venant de la logique qui guident mon approche,
et ce, dans une démarche complete allant de 'approfondissement des fondements jusqu’a
I'implantation soit sous forme de spécifications exécutables en Prolog, langage déclaratif
phare de la programmation logique, soit en des outils compétitifs en C++, langage objet
impératif.

Cette approche, nous avons déja eu 'occasion de la pratiquer, sous 1’égide du pro-
fesseur Pascal Nicolas, dans le cadre de travaux sur les langages logiques non-monotones
possibilistes [I56, TH4L [T55] [I58] [157] et application des techniques metaheuristiques a la
recherche de solutions pour des langages logiques non-monotones [I61], [T60} T59. 166, 164,
162, 163 [165, [T65]. Le terme « allant » est, dans le cadre de cet ouvrage, plus technique que
la simple maitrise des aspects théoriques et pratiques, il doit étre compris dans le sens de
« dérivant » : partant de la définition et faisant découler, le plus automatiquement possible
(c’est-a-dire a l'aide de programmes), les implantations finales par une exploitation des
propriétés algébriques du domaine.

Cet ouvrage reprend six années de recherche sur les formules booléennes quantifiées
et s’articule, hormis cette introduction, en sept chapitres. Le premier explore les fonde-
ments morphologiques, sémantiques et syntaxiques du domaine. Le deuxieme dépeint un
panorama des procédures de décision pour le probleme de validité des formules booléennes
quantifiées en introduisant une classification basée sur un « code génétique » reflétant leurs
propriétés ; cela définit une boite & outils pour le lecteur désireux d’implanter I'une d’elles
ou une combinaison nouvelle des outils. Le troisieme aborde un nouveau formalisme, celui
des « bases littérales », interprétable en termes d’un fragment sémantiquement complet des
formules booléennes quantifiées, candidat a étre un langage cible pour la compilation de
celles-ci. Le quatrieme présente la dérivation pas a pas, a partir des propriétés algébriques
du domaine des formules booléennes quantifiées, vers une procédure de décision en langage
déclaratif puis impératif. Le cinquieme traite de la compilation des formules booléennes
quantifiées en des programmes logiques non monotones. Le sixieme offre une réflexion
sur l'intérét, aussi bien guidé par des considérations d’expressivité que d’efficacité, de ne
pas mettre sous forme prénexe et de conserver la bi-implication ainsi que le ou-exclusif
dans ’ensemble des connecteurs des fragments en entrée et en interne des procédures de
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décision. Le septieme et ultime chapitre dresse une conclusion et évoque des travaux en
cours et les perspectives qui en découlent.

Une seconde partie sous forme de glossaire définit, pour les non-initiés, des termes
utiles a la compréhension du coeur du document sans pour autant faisant partie de notre
recherche. Ces termes définis sont en italique dans la premiére partie et accompagnés
entre parentheéses du numéro de page dans le celui-ci. (Cette structure, je 'emprunte au
document d’habilitation du professeur Olivier Ridoux [I85].)

Enfin, une troisieme partie, annexée sous forme de livret indépendant, collecte des
compléments techniques et ’ensemble des lemmes qui sont évoqués dans les quatre pre-
miers chapitres mais non détaillés, les démonstrations de ces lemmes et des théoremes qui
sont en exergue ainsi que des définitions et notations complémentaires et des lemmes tech-
niques et leurs démonstrations; les énoncés et démonstrations des lemmes et théoremes
évoqués dans les chapitres 5 et 6 étant publiés, nous renvoyons le lecteur désireux d’un
approfondissement aux références bibliographiques en téte de ces chapitres.

Que le lecteur me pardonne si le premier chapitre est si long et technique : « le Diable
se cache dans les détails ». J’ai choisi aussi de conserver, pour les chapitres B et H, une
présentation particulierement rigoureuse et détaillée car elle nous sert et servira dans nos
collaborations en vue d’étendre ces résultats. Plus le lecteur progresse dans cet ouvrage,
plus le « nous de majesté » devient un « nous de communauté ». Cette évolution est mise
en évidence par 'ajout de références bibliographiques en téte des sujets abordés mais aussi
par le grain technique apporté, les sujets plus personnels étant plus formalisés et ceux plus
partagés, plus « littéraires ». Un lecteur pressé peut ne pas lire les exemples qui ne font
qu’illustrer le propos.
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Chapitre 1

Morphologie, sémantiques et
syntaxe des formules booléennes
quantifiées

Il y eut un soir, il y eut un matin : premier jour.

[212] 1. Stéphan. Sémantique et calcul syntaxique pour les formules booléennes quan-
tifiées. Dans Quatriémes Journées Francophones de Programmation par Contraintes,
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Chapitre 1. Morphologie, sémantiques et syntaxe des formules booléennes quantifiées

Nous présentons le formalisme des formules booléennes quantifiées dans un cadre formel
rigoureux. Cette formalisation est particulierement importante car elle établit un langage
commun dans lequel les définitions sont sans ambiguité et les lemmes et théoremes indis-
cutablement démontrés. Comme pour tout langage il nous faut en définir son alphabet, son
vocabulaire (ici élémentaire) ainsi que sa syntaxe que nous appelons « morphologie » et sa
sémantique qui permet d’attribuer a chaque formule construite sur le langage un sens. Nous
préservons la dichotomie chére au domaine de la logique entre la sémantique qui attribue
a toute formule une valeur de vérité selon un processus directement lié a la sémantique des
éléments du langage et la syntaxe qui ne s’intéresse qu’aux propriétés structurelles de cette
sémantique et basée sur un simple jeu de « copier-coller » sans faire appel a la sémantique
elle-méme. Le titre de ce chapitre met au pluriel le mot « sémantique » : la sémantique clas-
sique, présente dans la plus grande part de la littérature, n’est que « décisionnelle », elle ne
permet pas de calculer les solutions ou de traiter des symboles propositionnels libres, nous
I’étendons donc & une sémantique, uniquement pour des formules booléennes quantifiées
dites « prénexes », qui permet de vérifier ou de construire des solutions. Nous explorons
particulierement les relations d’équivalence qui partitionnent les formules booléennes quan-
tifiées selon ces sémantiques. Nous présentons un systéme syntaxique, démontré correct
et complet par rapport aux sémantiques qui nous sert de fondement a l'approche algo-
rithmique du chapitre @l Enfin, nous présentons l’algorithmique élémentaire des formules
booléennes quantifiées directement issue de la sémantique.

1.1 Morphologie des formules booléennes quantifiées

L’alphabet des formules booléennes quantifiées emprunte celui de laflogique proposition-|
[nelld et y ajoute les deux quantificateurs de la [logique des prédicals

Définition 1 (alphabet des formules booléennes quantifiées) L ’alphabet des formu-
les booléennes quantifiées est constitué :
— d’un ensemble (dénombrable) de symboles propositionnels SP,
— des connecteurs logiques : = (négation), A\ (et, conjonction), V (ou, disjonction), —
(implication), < (bi-implication) et & (ou-exclusif),
— deux constantes logiques :T (top, « ce qui est toujours vrai ») et L (bottom, « ce qui
est toujours fauz »),
— de deux quantificateurs : ¥V (<« quelque soit », quantificateur de polarité universelle)
et 3 (« il existe », quantificateur de polarité existentielle),
— d’une parenthése ouvrante « ( » et d’une parenthése fermante « ) ».

L’ensemble QBF des formules booléennes quantifiées (ou « QBF » pour « Quantified
Boolean Formulae ») est défini inductivement sur son alphabetl] ajoutant aux formules

! Cette définition peut étre plus formelle en considérant que I'ensemble QBF est la cléture de ’ensemble
SPU{T, L} selon les fonctions définies ainsi (4, B € QBF et z € SP) :C-(A) = A, Ca(A, B) = (AAB),
Cv(A,B) = (AVB), C_(A,B) = (A—B), C.(A,B) = (A<=B), Cgy(A,B) = (A®B), Cy(z,A) = (Vz A)
et C5(z,A) = (3z A)

8



1.1 Morphologie des formules booléennes quantifiées

propositionnelles la possibilité de quantifier les symboles propositionnels et non les va-
riables comme en logique des prédicats.

Définition 2 (formule booléenne quantifiée) L’ensemble QBF des formules booléen-
nes quantifiées est défini inductivement par :
— tout élément de SP U{L, T} est un élément de QBF ;
- 51 G est un élément de QBF alors =G est un élément de QBF ;
~ st G et H sont des éléments de QBF alors (GAH), (GVH), (G—H), (G—H) et
(GDH) sont des éléments de QBF ;
— 5i G est un élément de QBF et x est un élément de SP alors (Vx G) et (3x G) sont
des éléments de QBF'.

Exemple 1 (formule booléenne quantifiée) Les expressions
(Va (3d (Ve (Af == ((e—d)—>=(f—a))))))

et
(Va (3d (Ve ~—=((e—d)—(Vf ~(f—a))))))

sont des QBF.

Nous définissons inductivement I’ensemble sf(F') des sous-formules de F', une QBF,
ainsi que l'ensemble étendue sfe(F) des sous-formules. La notion d’« ensemble étendu des
sous-formules » intervient dans la définition du calcul syntaxique (cf. § [C4).

Définition 3 (sous-formule d’une QBF) Soit F' une QBF, l’ensemble des sous-formu-
les de F, sf(F), est défini inductivement ainsi :

- sf(F)={F}siF=xe€S8PouFe{T,L};

- sf(F)={F}Usf(G) si F=-G et G € QBF;

~- sf(F)={F}Usf(G)Usf(H) si F = (GoH), o € {\,V,—,«,®} et G,H € QBF;

- sf(F)={F}Usf(G) si F = (qz G), ¢ € {¥,3}, G € QBF et z € SP.

La fonction U associe ¢ une QBF son complémentaire ou conjugué : si F' = -G alors
F =G sinon F = —F.

L’ensemble des sous-formules et de leurs complémentaires sfc(F), est défini inductive-
ment ainsi :

~ sfe(F)={F,F} si F=2€SP;

~ sfe(F)={T,T} si Fe{T,1};

- sfe(F)={F}Usfc(GQ) si F =-G et G € QBF;

— sfe(F)={F,F}Usfc(G)Usfc(H) siF = (GoH),

o€ {A,V,—,—, @} et G,H € QBF;
~ sfc(F)={F,F}Usfc(G) si F = (qz G), g€ {V,3}, G € QBF et z € SP.
L’ensemble étendu des sous-formules de F, sfe(F), est défini par

sfe(F)=sfc(F)U{T, T}
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L’ensemble étendu des sous formules faisant intervenir les complémentaires élimine
de fait les successions de négations. Dans cet ensemble n’apparaissent ni L, ni L : la
sémantique (cf. § [CZ) démontre que T et L sont deux écritures d’une méme réalité
sémantique et qu’il en est de méme pour L et T.

Exemple 2 (sous-formule d’une QBF) En continuant l’exemple [, et en posant

§ = (Va (3d (Ve (3f == ((e—=d)—~(f—a))))))
alors

sfe(§) =

{ &€ (3d (Ve (3f ~((e—=d)—=(f—a))))),
~(3d (Ve (3f ===((e=d)—~(f—a))))), (Ve (f ——=((e=d)—~(f—a))))
(Ve 3f = ((e=d)—=(f—a)))), Bf —((e=d)—~(f—a))),
~(3f ~((e—=d)—==(f—a))), 7= ((e—=d)—=(f—a)),
—((e=d)—==(f—a)), 7((e=d)—=~(f—a)), (e=d)—=(f—a)),
(e—d),~(e—d), (f—a),~(f—a),e,—e,d,—d, f,—f,a,—a, T, T}

Comme pour la logique des prédicats, un symbole propositionnel peut étre soit [ié
a un quantificateur dans une formule, soit libre voire les deux a la fois, mais pour des
occurrences différentes.

Définition 4 (symbole propositionnel lié ou libre et QBF close ou polie) Un
symbole propositionnel  qui apparait dans une QBF en dehors de Vx et Az est une occur-
rence du symbole dans la QBF. Dans la QBF (qx F), q un quantificateur quelconque, la
QBF F est la portée du quantificateur q associé au symbole propositionnel x. Une occur-
rence d’un symbole propositionnel x est lice a un quantificateur de portée F si le symbole
associ€ a ce quantificateur est x, et cette occurrence n’est liée a aucun autre quantificateur
d’une sous-formule de F'; si le quantificateur est existentiel (resp. universel) alors l’oc-
currence du symbole est existentiellement quantifiée (resp. universellement quantifiée) ;
l’ensemble des symboles propositionnels liédl d’une QBF F' est noté SPB(F'). Une occur-
rence de symbole propositionnel qui n’est lié 4 aucun quantificateur est libre ; [’ensemble
des symbole propositionnels libres d’une QBF F est noté SPL(F'). Une QBF est polie si
tous les symboles propositionnels associés a des quantificateurs et ceux qui sont libres sont
différents. Une QBF F est close si SPL(F) = .

L’ensemble des symboles propositionnels existentiellement quantifiés, SP3(F) (resp.
universellement quantifiés, SPy(F')) d’une QBF F' est la restriction au collectage des sym-
boles propositionnels associés a un quantificateur existentiel (resp. universel). L’ensemble
des symboles propositionnels d’une QBF F, SP(F), est l'union des ensembles SPB(F)
et SPL(F).

2 ., . .
« 1ié » se traduit en anglais par « bound »
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Nous définissons le fragment des QBF prénexes qui est de premier intérét dans la
définition de la sémantique grace & I'ensemble [PROPI des formules propositionnelles (qui
peut étre défini par induction sur les trois premiers items de la définition ] en remplagant
QBF par PROP).

Définition 5 (formule booléenne quantifiée prénexe) Une QBF est préneze si elle
est constituée, en préfize, d’un lieur, une chaine de caractéres composée d’une suite de
quantificateurs associés chacun a un symbole propositionnel, notée € si elle est vide, et
d’une matrice, une formule propositionnelle. L’ensemble ¥, — QBF (resp. I}, — QBF ) est
l’ensemble des QBF prénexes closes telles que le lieur est une alternance sur k ensembles
homogénes de quantificateurs dont le plus a gauche est un quantificateur existentiel (resp.
universel). La restriction d’un lieur Q a un ensemble de symboles propositionnels S est

noté Q|s.

Une QBF prénexe peut étre réécrite en omettant les parentheéses du lieur.

Exemple 3 (formule booléenne quantifiée prénexe) En continuant l’exemple [, la
QBF & = Ya3dvedfu avec p = -—=((e—d)——(f—a)) est une QBF préneze, YaIdvedf
étant le lieur et pu la matrice. Cette QBF signifie la méme chose que la QBF (Ya (3d (Ve (3f 1))))
qui explicite toutes les parenthéses (€ € 11y — QBF ). Par contre, la QBF

(Va (3d (Ve ~==((e—=d)=(Vf ~(f—a))))))

n’est pas prénexe.

A toute QBF polie est associée une relation d’ordre partiel sur les symboles proposi-
tionnels qui devient totale si la QBF est prénexe. Nous considérons par la suite que toute
QBF prénexe est polie.

Définition 6 (relation d’ordre associée & une QBF) Soit F', une QBF polie, la re-
lation < est définie sur SPB(F) x SPB(F). Soient x,y € SPB(F), q,q deur quantifica-
teurs et (qx G),(q¢'y H) des sous-formules de F' : x <y si (¢'y H) est une sous-formule
de (qx G). Dans une QBF prénexe, le quantificateur le plus externe est le quantificateur
le plus petit selon la relation d’ordre < et le quantificateur le plus interne le plus grand.

Exemple 4 (relation d’ordre associée a une QBF) La relation d’ordre induite par
la QBF polie (Va ((3d (a—d))A(Ve (e«>a)))) est {a < d,a < e}.

La notion de « littéral » de la [logigue propositionnelld et de la [logique des prédicatd
s’étend naturellement aux QBF.
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Chapitre 1. Morphologie, sémantiques et syntaxe des formules booléennes quantifiées

Définition 7 (littéral) Un littéral est un symbole propositionnel (littéral positif) ou sa
négation (littéral négatif). La fonction |.| associe a un littéral son symbole propositionnel
sous-jacent. Les littérauz | et | sont des littéraux complémentaires ou encore des littéraux
conjugués. Un littéral est universellement quantifié (resp. existentiellement quantifié) si le
symbole propositionnel sous-jacent est lui-méme universellement quantifié (resp. existen-
tiellement quantifié ). Un littéral positif est de polarité positive et un littéral négatif est de
polarité négative.

Cette notion de « littéral » est en lien avec la notion de « complémentaire » de la
définition Bl : si I est un littéral alors [ est aussi un littéral et [ = [.

Les formes normales classiques de la logique propositionnelle et de la logique des
prédicats qui sont la [forme normale négativd la [forme normale conjonctivd et la [formd
[normale disjonctivd s’étendent naturellement aux QBF.

Définition 8 (formes normales négative, conjonctive et disjonctive) Une QBF
est sous forme normale négative (ou FNN) si c’est une QBF restreinte sur les connecteurs
a la conjonction, la disjonction et a la négation ne formant que des littéraux. Une QBF
est sous forme normale conjonctive (ou FNC) si c’est une QBF sous FNN et formant
une conjonction de disjonctions de littéraux ; une QBF est sous forme normale disjonctive
(ou FND) si c’est une QBF sous FNN et formant une disjonction de conjonctions de
littérauz. Si la QBF est sous forme préneze alors elle est sous FNN (resp. FNC, FND)
st sa matrice est sous forme normale négative (resp. forme normale conjonctive, forme
normale disjonctive).

La définition ci-dessus ne contraint pas la QBF a étre prénexe pour étre sous forme
normale négative (ou conjonctive ou disjonctive).

Exemple 5 (forme normale disjonctive) La QBF (Va (3d ((Ve ((aA—e)A—d))V(aAd))))
est sous forme normale disjonctive (et donc négative).

La fonction de substitution (ou plus simplement substitution) établit la maniere de
manipuler les formules.

Définition 9 (fonction de substitution) Une fonction de substitution est une fonc-
tion de ’ensemble des symboles propositionnels SP dans l’ensemble des QBF. L’ensemble
support d’une fonction de substitution o est l’ensemble des symboles propositionnels x tels
que o(x) # x. Soit {z1,...,z,} U'ensemble support d’une fonction de substitution o alors
la fonction o est notée [x1 — o(x1),...,x, — o(xy,)]. Par abus de langage la fonction
de substitution (ou substitution) dénote aussi son extension a toute QBF (Gy,...,G, un
ensemble de QBF et o' = [x1 — G1,...,2i—1 — Gi—1,Tiy1 — Gig1, ..., xn — Gy]) :
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1.2 Sémantiques des formules booléennes quantifiées

o(l) = L
o(T) = T
o(z) = =z sio=[ry — Gq,...,2, — Gy
etx € SP,x & {x1,...,x,}
olx;)) = G sio=[r1— Gi,...,xn — Gy] et x; € {x1,..., 2}
o(=G) = -0o(QG) st G € QBF
o((GoH)) = (0(G)oo(H)) siG,H € QBF etoe {A,V,—, «—, &}
o((qz; G)) = (qu;0'(G)) i G € QBF et g€ {V,3}
o((qz G)) = (qz o(G)) siGeQBF,qe {V,3} et x & {x1,..., 2}

La formule propositionnelle N, (x;—G;) est la formule associée a la substitution
[x1<—G1,...,xn<—Gn]. o

L’ensemble des substitutions avec pour codomaine l'union de l’ensemble des littéraux
et {T,L} est noté R.

Comme pour la logique des prédicats, le fait que les symboles propositionnels soient
nommés et non simplement manipulés comme des références rend nécessaire 'introduction
de la notion de « QBF librement substituable pour un symbole propositionnel dans une
QBF » pour éviter des aberrations sémantiques (cf. § [C2).

Définition 10 (librement substituable) Une QBF F est librement substituable pour
un symbole propositionnel & dans une QBF G si, pour tout symbole propositionnel y libre
de F', x n’a pas d’occurrence libre dans la QBF G sous la portée d’un quantificateur portant
sur y.

1.2 Sémantiques des formules booléennes quantifiées

A chaque QBF nous attribuons une wvaleur de vérité qui en sera sa sémantique. Par
extension, la sémantique est une fonction qui associe a une QBF cette valeur de vérité.

Définition 11 (valeur de vérite) L’ensemble BOOL = {vrai,faux} des booléens est
I’ensemble des valeurs de vérité. Une fonction booléenne est une fonction de BOOL",
n >0, dans BOOL.

La littérature présente plusieurs définitions morphologiques des QBF : de la définition
la plus restreinte des QBF polies prénexes sous FNC a la définition des QBF dans la plus
large acception. En conséquence il existe plusieurs niveaux de sémantique. Nous présentons
dans un premier temps la sémantique des QBF dans sa forme « décisionnelle » selon une
valuation propositionnelle : le seul objectif de la sémantique est de [décided si « oui » ou
«non » la QBF est évaluée a vrai. Une valuation propositionnelle établit, pour le symbole
propositionnel, le lien entre la syntaxe et la sémantique.
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Chapitre 1. Morphologie, sémantiques et syntaxe des formules booléennes quantifiées

Définition 12 (valuation propositionnelle) Une valuation est une fonction qui asso-
cie & chaque symbole propositionnel une valeur de vérité; un symbole propositionnel est
alors valué a une valeur de vérité. L’ensemble des valuations propositionnelles est noté

VAL_PROP. Nous notons vy := b](x) { i Z(m) Znymj *

Si la QBF est considérée comme codant les regles d’'un jeu fini a deux joueurs et les
conditions de victoire du joueur « existentiel » face a un joueur « universel », alors la
sémantique de la QBF est si « oui » ou « non » le joueur existentiel dispose d’(au moins)
une stratégie pour vaincre quoi que le joueur universel joue. Mais une définition de la
sémantique sous une forme uniquement décisionnelle, comme celle des quantificateurs en
logique des prédicats, pour une QBF quelconque ne renseigne en rien sur le comportement
des existentielles, c’est-a-dire sur les mouvements du joueur existentiel pour le mener a la
victoire : tout ce que sait le joueur existentiel est si « oui » ou « non » il existe une telle
stratégie. Nous proposons donc une autre définition de la sémantique des QBF mais res-
treinte au fragment prénexe (poli) pour pallier au manque de la sémantique décisionnelle.

1.2.1 Sémantique décisionnelle des QBF

Les définitions suivantes pour la sémantique décisionnelle des QBF reprennent I'organ-
isation de la définition de la [sémantique de la logique des prédicald proposée dans [86] :
une définition de la sémantique des connecteurs et constantes logiques au niveau propo-
sitionnel identique a celle de la [sémantique de la logigue propositionnelld, une définition
de la sémantique des connecteurs, constantes et quantificateurs au niveau QBF comme
une restriction de celle de la sémantique de la logique des prédicats, une définition de la
sémantique des QBF comme extension aux formules de la sémantique des connecteurs,
constantes et quantificateurs.

A chaque connecteur logique est associée une fonction & valeur dans BOOL qui en
définit sa sémantique au niveau propositionnel.

Définition 13 (sémantique propositionnelle des connecteurs logiques)
iT,7, :— BOOL

iT = vrai 1| = faux

i— : BOOL — BOOL

x i-(x)
vrai | faux
faux | vrai
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1.2 Sémantiques des formules booléennes quantifiées

in,iv,i,ie,ip : BOOL x BOOL — BOOL

x Yy ia(@y) v, y) | is(@,y) | ic(z,y) | ie(z,y)
vral | vrai vrai vrai vrai vrai faux
vrai | faux | faux vrai faux faux vrai
faux | vrai | faux vrai vrai faux vrai
faux | faux | faux faux vrai vrai faux

Uniquement pour T et L sont définies deux fonctions i : {T, L1} — BOOL définie par
i(T) = vrai et i(L) = faux, et i~! : BOOL — {T, L} définie par i~ '(vrai) = T et
i~!(faux) = L.

Nous définissons la sémantique décisionnelle des connecteurs et constantes logiques
ainsi que des quantificateurs. La sémantique décisionnelle prend en parametre une va-
luation propositionnelle qui associe a chaque symbole propositionnel libre une valeur de

vérité ; la valuation propositionnelle étant une fonction, & tout symbole propositionnel est
associée une valeur de vérité.

Définition 14 (sémantique décisionnelle des connecteurs et quantificateurs)

I+,1, : VAL_.PROP — BOOL

I (v)=1ip et I(v)=iT

I_: (VAL_PROP — BOOL) x (VAL_PROP) — BOOL

L(f)(v) = i-(f(v))

I, : (VAL_PROP — BOOL)? x (VAL_PROP) — BOOL

I.(f,9)(v) = is(f(v),g(v)) pour tout connecteur o € {\,V,—, <, B}

IZ,I¢ : (VAL_PROP — BOOL) x (VAL_PROP) — BOOL

Ces deux derniéres définitions forment [élimination des quantificateurs.

Nous sommes en mesure de définir la sémantique décisionnelle des QBF comme une
extension de la sémantique décisionnelle des connecteurs, constantes et quantificateurs.

15



Chapitre 1. Morphologie, sémantiques et syntaxe des formules booléennes quantifiées

Définition 15 (sémantique décisionnelle des QBF) La sémantique décisionnelle
d’une QBF F est une fonction

I*(F) : VAL_PROP — BOOL

définie inductivement par :
- I"(F)(v)=1,(v) si F=1;

- I"(F)(v) =I+(v) si F =T

- I*"(F)(v)=v(x) st F=z etx € SP;

- I*(F)(v) = I,(I*(G), I*(H))(v) si F = (GoH), G,H € QBF eto € {\,V,—,—, B} ;
- I'(F)(v) = I.(I*(@Q))(v) si F = -G et G € QBF ;

- I"(F)(v) = I5(I"(G))(v) si F = (3 G), Ge€ QBF etz € SP;

- I*(F)(v) = IJ(I"(G))(v) si F = (Vx G), G € QBF etz € SP.

Exemple 6 (sémantique décisionnelle des QBF) En continuant l’exemple O, soit la
QBF
¢ = (Va (3d (Ve ~==((e—d)—(Vf =(f—a))))))

Alors, pour une valuation propositionnelle quelconque v,

I*(4)(v)

= L5 ((3d (Ve ~==((e=d)=(Vf ~(f—a)))))))(v

= in(I"((3d (Ve ~==((e=d)=(Vf —~(f—a))))))(v][a := vrai)),
I*((3d (Ve ~==((e=d)=(Vf =(f—a))))))(v]a := faux]))

I*((3d (Ve ===((e—=d)—=(Vf ~(f—a))))))(va)
= I§(I*((Ve 2~ ((e—=d) = (Vf =(f—a)))))(va)
= av(I*((Ve ~m((e—=d)—=(Vf ﬁ(f—>a)))))% a[d := vrai])

Lg(I* (===((e
in(I*(===((e
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1.2 Sémantiques des formules booléennes quantifiées

enfin

= i_(I*(e e(vg[e := vrail), I*(d)(vg[e := vrai]))
= i (vgle := vrai](e), vle := vrai](d))
= i_(vrai,vz(d)) = i_(vrai, faux) = faux

et sans plus de détails I*(¢)(v) = vrai.

Nous terminons par la définition classique de validité d’'une QBF et du probleme de
décision associd].

Définition 16 (Validité et Probléme de décision) Une QBF F est valide si, pour
toute valuation propositionnelle v, I*(F')(v) = vrai. Le probleme de validité d’une QBF
est un probleme de décision énoncé ainsi :

- Instance : Une QBF F.

-~ Question : La QBF F est-elle valide ?

Décider de la validité d’'une QBF est le theme central d’une grande partie de la
littérature sur les QBF et des chapitres Pl et El

La validité est sensible a 'ordre des quantificateurs : la QBF (Vd (Ja (Fc ((cVa)«d))))
est valide tandis que la QBF (Ja (3¢ (Vd ((c¢Va)«d)))) ne l'est pas. En l'absence totale
de quantificateur, la sémantique des QBF est la méme que la sémantique de la logique
propositionnelle (cf. Démonstrations, lemme [I]) ; décider de la satisfiabilité d’une formule
propositionnelle revient donc & décider de la validité de la cloture existentielle d’'une QBF
prénexe, ce qui correspond a quantifier existentiellement le plus a 'extérieur les symboles
propositionnels libres. Décider de la validité d’une instance du fragment ¥, — QBF (resp.
[T, — QBF) est (resp. ; en vertu des propriétés des quantificateurs
vis-a-vis de la négation, les classes Ei et Hi sont [complementaired La classe de complexité
Eg 4q-complet, pour k£ > 0 recouvre (sous des hypotheses classiques de non effondrement
de la hiérarchie polynomiale [I72, 88]) des instances plus difficiles & résoudre que celles de
complexité Ei—complet. La [htérarchie_polynomiald (qui est I'union infinie des classes Eg,

k > 0) est incluse dans [PSPACTE] ce qui justifie les algorithmes basés sur le [cefour-arricrd
(cf. § [CRT).

Exemple 7 (Validité et Probleme de décision) En continuant les exemples [ et [3,
la QBF v est valide et il en est de méme de la QBF & =Va3advVedfu avec

= = ((emd)=(f—a)

ce qui peut étre aisément déduit de la table de vérité puisque la QBF est prénexe (polie et
close).

3Ce probleme est parfois appelé QSAT dans la littérature par extension du probleme SAT
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Chapitre 1. Morphologie, sémantiques et syntaxe des formules booléennes quantifiées

o(@) [o(d) [v(@) [v0) [T o)
vral | vrai | vrai | vrai vrai
vrai | vrai | vrai | faux vrai
vral | vrai | faux | vrai vrai
vrai | vrai | faux | faux vrai
vral | faux | vrai | vrai faux
vrai | faux | vrai | faux faux
vrai | faux | faux | vrai vrai
vrai | faux | faux | faux vrai
faux | vrai | vrai | vrai faux
faux | vrai | vrai | faux vrai
faux | vrai | faux | vrai faux
faux | vrai | faux | faux vrai
faux | faux | vrai | vrai faux
faux | faux | vrai | faux faux
faux | faux | faux | vrai faux
faux | faux | faux | faux vrai

Les quatre valuations vi, ve, vz et vy telles que
— v1(a) = vrai, vi(d) = vrai, vy (e) = vrai et v1(f) = vrai
— v9(a) = vrai, va(d) = vrai, vy(e) = faux et vo(f) = vrai
— v3(a) = faux, v3(d) = vrai, vs(e) = vrai et v3(f) = faux
— vy(a) = faux, vg(d) = vrai, vs(e) = faux et vy(f) = faux
pour une valuation quelconque v, sont respectivement les valuations
- vla := vrai|[d := vrai|[e := vrai][f := vrali],
— v[a := vrai][d := vrai][e := faux]|[f := vrali],
- v[a := faux]|[d := vrai][e := vrai|[f := faux] et
— v[a := faux][d := vrail[e := faux]|[f := faux]
qui interviennent dans le calcul détaillé de I*(v)(v) = vrai.

1.2.2 Sémantique des QBF prénexes

Nous revisitons la sémantique des QBF pour le fragment prénexe poli en définissant
ce qu’est une solution a une QBF et comment sa vérification ou son calcul sont réalisés.

Cette définition s’appuie sur les fonctions booléennes et le lien qui peut étre établi
entre celles-ci et les formules propositionnelles : a toute fonction booléenne (et sur une
suite de symboles propositionnels qui est omise quand il n’y a pas d’ambiguité) peuvent
étre associées deux formules propositionnelles.

Définition 17 (formules associées & une fonction) Soit f : BOOL" — BOOL une
fonction booléenne et x4, ..., x, une suite de symboles propositionnels. A la fonction f sont
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1.2 Sémantiques des formules booléennes quantifiées

associées respectivement positivement et négativement deux (classes de) formules propo-

sitionnelles ¢y et vy définies sur xy,...,x, qui sont telles que, pour toute valuation v,
I*(¢f)(v) = vrai si et seulement si f(v(x1),...,v(x,)) = vrai et I*(vf)(v) = vrai si et
seulement si f(v(x1),...,v(z,)) = faux.

La sémantique d’une QBF prénexre en définit la valeur de vérité selon une wvaluation
@BF composée d’une valuation propositionnelle et d’une valuation fonctionnelle. Nous
conservons la notation de la sémantique décisionnelle, ’arité 6tant toute ambiguité.

Définition 18 (valuation QBF) Une fonction partielle sk de l’ensemble des symboles
propositionnels dans l’ensemble des fonctions booléennes est une valuation fonctionnelle
pour une QBF prénexe polie si pour tout symbole propositionnel existentiellement quantifié
x il existe un (unique) couple (x +— Z) € sk tel que la fonction booléenne & a pour arité
le nombre de symboles propositionnels universellement quantifiés qui précedent x dans le
lieur. L’ensemble des valuations fonctionnelles est noté VAL_FONC.

Une valuation QBF est un couple constitué d’une composante propositionnelle, la va-
luation propositionnelle et d’une composante fonctionnelle, la valuation fonctionnelle. La
valuation QBF est vide si l'ensemble des fonctions booléennes est vide. L’ensemble des
valuations QBF est noté VAL_QBF = VAL_PROP x VAL_FONC. Une valuation
@BF est partielle si tous les symboles propositionnels existentiellement quantifiés de la
QBF prénexe ne sont pas présents dans la valuation fonctionnelle.

Une wvaluation propositionnelle v est dans une valuation fonctionnelle sk, pour une
QBF prénexe QM telle que les symboles propositionnels existentiellement quantifiés x; du
lieur sont précédés par les symboles propositionnels universellement quantifiés {y;}j<j,, i,
pour tout symbole propositionnel existentiellement quantifié x;, v(x;) = sk(v(y1),. .., v(y;;))-

De méme, une substitution o est obtenue a partir d’une valuation fonctionnelle sk,
pour une QBF prénere QM telle que les symboles propositionnels existentiellement quan-
tifiés x; du lieur sont précédés par les symboles propositionnels universellement quan-
tifiés {y;}j<j;» si, le support de la substitution est un préfive du lieur et pour tout sym-
bole propositionnel existentiellement quantifié x; substitué dans o, x; est substitué par
i1 (sk(i(Cy),...,i(Cy,))) sachant y; substitué par Cj € {T, L}, pour tout j, 1 < j < j;.

Une valuation QBF qui n’est pas partielle peut étre qualifiée, pour insister, de « valu-
ation QBF totale ».

Une valuation fonctionnelle est un ensemble de fonctions booléennes qui sont tres
souvent appelées fonctions de Skolem. Dans la littérature, la valuation (propositionnelle)
est une fonction qui associe a tout symbole propositionnel une valeur de vérité ; pour la
valuation fonctionnelle, une fonction partielle est préférée a une fonction totale.

Exemple 8 (valuation QBF) En continuant l’exemple[], pour la QBF { = Ya3dVe3fpu
avec

La fonction partielle {(d — d),(f — f)}, d d’arité 1 et f d’arité 2, est une valuation
fonctionnelle qui forme avec toute valuation propositionnelle une valuation QBF (totale)
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Chapitre 1. Morphologie, sémantiques et syntaxe des formules booléennes quantifiées

pour la QBF & ; les valuations fonctionnelles 0, {(d — ci)} et {(f— f)} en forment avec
toute valuptz’on prqposz’tz’onnelle des valuations QBF partielles. En posant sk = {(d —
d),(f — f)} avec d = {(vrai — vrai), (faux — vrai)} et

f = {((vrai, vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),
((faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)}

les quatre valuations vi, ve, vy et vy sont dans la valuation fonctionnelle sk et la substi-

tution
[a — i (faux)][d «— i~ (vrai)|[e — i~ (vrai)], [f — i ! (faux)] =

@ = Lld = T]le = T][f — 1]
_ est une substitution obtenue a_ partir de la valuation fonctionnelle sk (d(i(L)) =
d(faux) = vrai et f(i(L),i(T)) = f(faux, vrai) = faux).

De part son alternance de quantificateurs universels et existentiels, une QBF prénexe
peut donc étre vue comme un jeu fini a deux joueurs dont la matrice encode les régles et
conditions de victoire. Renforcant le caractere séquentiel du lieur, la valuation fonction-
nelle représente alors les mouvements a jouer pour le joueur existentiel en fonction de tout
mouvement joué par son adversaire, le joueur universel. Cela s’exprime alors avec élégance
par une [55] (ou [40]) dont la représentation graphique est un arbre de
décision. Une valuation (propositionnelle) dans une valuation fonctionnelle représente alors
une branche d’un tel arbre et une substitution obtenue a partir d’une valuation fonction-
nelle un chemin de la racine vers un nceud, permettant d’exprimer les mouvements déja
joués. Ala simplicité de lecture d’une politique par rapport a une valuation fonctionnelle
s’oppose une rigidité du formalisme.

Exemple 9 (politique) En continuant l’exemple B, la politique (ou stratégie) suivante
peut étre associée a la valuation fonctionnelle sk :

{a—di{e f,me— f},ma—di{e— —f,—e—f}}

C’est une restriction de Uarbre sémantique pour la matrice :

a
d d

e e e e
f / I f f f I f
I\ I\ I\ I\ /) /) I\ I\
o o n—(n—txxn—(n—(xn—(xn—t XXX"“
SlElE| 8228 E2 |8 2|8 22 ¢EE
Sl 55 P EE S SIS E|ISSEEE S

qui peut étre interprétée ainsi dans le cadre d’un jeu a deux joueurs : « Quoi que le
joueur universel choisisse, le joueur existentiel choisit de jouer d. Si le joueur universel
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1.2 Sémantiques des formules booléennes quantifiées

a choisi de jouer a alors le joueur existentiel choisit de jouer f quelque soit le choix du
joueur universel pour e; de méme, si le joueur universel a choisi de jouer —a alors le
joueur existentiel choisit de jouer —f quelque soit le choix du joueur universel pour e. »
Les quatre feuilles dans des rectangles correspondent de gauche a droite aux valuations vy,
v9, v3 et vy ; la troisiéme en partant de la gauche correspond a la substitution [a «— L][d «—
Tlle < T][f < L].

Nous définissons la sémantique « prénexe » des connecteurs et constantes logiques
ainsi que des quantificateurs. La différence majeure avec la sémantique décisionnelle est
la possibilité de manipuler une valuation QBF et, par la méme, d’offrir une réponse aux
symboles propositionnels existentiellement quantifiés.

Définition 19 (sémantique « prénexe » des connecteurs et quantificateurs) La
sémantique des connecteurs et quantificateurs est définie par (v une valuation proposition-
nelle et sk une valuation fonctionnelle) :

I;,1, : VAL_QBF — BOOL

I (v,sk)=1i, et Iy(v,sk)=rit

I :(VAL_QBF — BOOL) x VAL_QBF — BOOL

Iﬂ(f)(”? Sk) = i_\(f(?}, Sk))

I, : (VAL_QBF — BOOL)? x VAL_QBF — BOOL

I,(f,9)(v, sk) =io(f(v,sk), g(v,sk)) pour tout connecteur o € {\,V,—, >, B}

IZ, % : (VAL_QBF — BOOL) x VAL_QBF — BOOL

IE(f)(v, sk) =iy(f(v[x := vrai], sk), f(v[z := faux], sk))
I5(f)(v, sk) = in(f(v[x := vrail, sk(vrai)), f(v[z := faux], sk(faux)))

Nous sommes en mesure de définir la sémantique des QBF prénexes comme une ex-
tension de la sémantique prénexe des connecteurs, constantes et quantificateurs.

Définition 20 (sémantique des QBF prénexes) La sémantique d’une QBF prénexe
F est une fonction

I"(F) : VAL_.QBF — BOOL
définie inductivement par :
a I*(J*)(Ua Sk) = Ii(”? Sk) 5
- I*(T)(Ua Sk) = IT(U’ Sk) ;
- I"(x)(v, sk) = v(z) sixz € SP;
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- I*((GoH))(v,sk‘) I.(I*(G),I"(H))(v,sk) siG,H € QBF eto € {A\,V,—, <, ®};

- I*(=G) (v, sk) = I_(I*(G))(v, sk) si G € QBF;

- g*(@”{)G))(ZaSk) (G (vl = i), sk \ {(x — 2)}) i G € QBF, z € SP et
Tr+— )€ sk,

- I"((3z Q))(v,sk) = I5(I*(G))(v,sk) si G € QBF, x € SP et il n'existe pas de
couple (x +— ) € sk (T fonction booléenne) ;

- I'((Vz G))(v, sk) = I7(I*(G))(v, sk) si G € QBF et x € SP.

Exemple 10 (sémantique des QBF prénexes) En continuant l’exemple [d et pour la
valuation QBF partielle sk = {(f — f)} (et une valuation propositionnelle v quelconque)
avec .
f ={((vrai, vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),
((faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)}

dans laquelle nous retrouvons les quatre valuations de ’exemple [§

I*(Ya3dved fu) (v, sk
19(1* Bdve3fp))
in( I*(3ave3fp)

I*(3dve3fp)

v, sk)
v[a := vrail, sk(vrai)),
v[a := faux], sk(faux)))

Détaillons, avec v, = v[a := vrai]

I*(3dvedfu)(vg, sk(vrai))

= I4(I*(Ve3fu))(va, sk(vrai))

= iy( I*(Vedfu)(vgld := vrail, sk(vrai)),
I*(Vedf p)(vg|d == faux], sk(vrai)))

avec vy = vg[d := vrai]
et sk(vrai) = {(f — {(vrai — vrai), (faux — vrai)})}

I*(Vedfp)(va, {(f — f(vrai))}) =
in( I (B 10) (vale = vrail, {(f — f(vrai)(vrai)}
I*(3fu)(vgle := faux], {(f — f(vrai)(faux))

enfin en posant ve = vgle := vrai]

I*(3f ) (ve, {(f = f(vrai)(vrai))})
= I*(u)(velf := (vra1)(vra1)] 0)
= I()(welf = vrail,0) = vrai

Sans plus de détails, I*(Ya3dVedfu)(v, sk) = vrai.

)?
)

Cette sémantique est particulierement souple puisqu’elle fait cohabiter le symbole
propositionnel libre dont la valeur de vérité est déterminée par la valuation proposi-
tionnelle, le symbole propositionnel existentiellement quantifié associé a une fonction
booléenne dont la valeur de vérité est déterminée lorsque, dans le processus de calcul
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inductif de la sémantique, le symbole propositionnel devient libre et enfin le symbole
propositionnel existentiellement quantifié qui n’est pas associé a une fonction booléenne
et qui s’élimine comme une disjonction sur les deux valeurs de vérité, retrouvant la
sémantique du probléme de décision. Ainsi, la sémantique décisionnelle n’est qu'un point
de vue restreint au probléme de décision de la sémantique prénexe pour les QBF prénexes
(cf. Démonstrations, lemme B]) : si une valuation fonctionnelle est vide, la sémantique
décisionnelle est la méme que la sémantique prénexe.

Nous retrouvons aussi que si la QBF prénexe est close alors la valuation propositionnelle
est sans importance (cf. Démonstrations, lemme H).

En logique propositionnelle, la notion de solution (ou « modele ») & une formule est
définie comme étant une valuation (propositionnelle) qui rend vrai la formule (qui la
satisfait) ; il en est de méme pour le fragment prénexe des QBF ou une solution (ou
« modele QBF » ou plus simplement « modele ») est une valuation QBF qui rend vrai la
formule.

Définition 21 (modéle QBF prénexe) Une valuation QBF totale constituée d’une val-
uation propositionnelle v et d’une valuation fonctionnelle sk pour une QBF prénere QM
est un modéle QBF pour QM si I*(QM)(v, sk) = vrai. Une valuation propositionnelle
dans la composante fonctionnelle d’un modéle QBF est un scénario.

Cette définition de la notion de modele QBF n’est autre pour notre description de la
sémantique que celle pour les QBF sous FNC introduite dans [122], [T21]. Lorsque la QBF
prénexe est close alors la valuation n’importe pas et, dans la définition précédente, seule
la valuation fonctionnelle définit le modele QBF.

Exemple 11 (modeéle QBF prénexe) En continuant l’exemple [0, la valuation fonc-
tionnelle sk = {(d — d),(f — f)} avec d = {(vrai — vrai), (faux — vrai)} permet
quelle que soit la valuation propositionnelle associée d’obtenir un modéle QBF pour la
QBF prénexe VaddvVedfu. « Si a est choisi par le joueur universel alors le joueur existen-
tiel, en jouant d a la garantie qu’il existe pour lui un moyen de gagner. »

La cloture existentielle d'une QBF prénexe admet un modele QBF facilement déductible
du modele de la QBF prénexe en choisissant d’associer aux fonctions constantes des sym-
boles propositionnels nouvellement quantifiés la valeur de vérité associée a ces symboles
dans la valuation propositionnelle du modele.

Les modeles d’une formule propositionnelle et les modeles d’'une QBF close prénexe
quantifiée uniquement existentiellement dont la matrice est précisément la formule propo-
sitionnelle sont en bijection (cf. Démonstrations, lemme H).

La sémantique attendue des quantificateurs pour les QBF par rapport a la sémantique
des quantificateurs en logique des prédicats (c’est-a-dire une conjonction sur ’ensemble des
éléments du domaine pour la quantification universelle et une disjonction sur I’ensemble
des éléments du domaine pour la quantification existentielle) est retrouvée sous la forme
(cf. Démonstrations, lemme [0) :

(Ve G)(v, 0) = I'(([z — TGNz — LI(G)))(v,0)
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et
I'((Fz G) (v, 0) = I'(([x — THG)V]z — L](G)))(v,0).

Nous redéfinissons le probleme de validité selon la sémantique pour les QBF prénexes
et introduisons la notion de « satisfiabilité » d’une QBF prénexe comme expression de
Iexistence d’un modele.

Définition 22 (validité et satisfiabilité) Une QBF prénexe F est valide si, pour toute
valuation propositionnelle v, I*(F)(v,0) = vrai. Une QBF prénexe F est satisfiable s’il
existe une valuation propositionnelle v telle que I*(F)(v, () = vrai.

La cloture universelle d’'une QBF prénexe, ce qui correspond a quantifier universelle-
ment le plus a 'extérieur les symboles propositionnels libres, est valide si la QBF prénexe
est valide; la cloture existentielle d’'une QBF prénexe est valide si la QBF prénexe est
satisfiable. Si la QBF prénexe est close alors les notions de validité et de satisfiabilité se
recouvrent.

Comme pour la logique propositionnelle, pour laquelle rechercher la satisfiabilité est
équivalent a rechercher un modele, la question du probleme de satisfiabilité d’'une QBF
prénexe peut étre reformulée ainsi : « Existe-t-il un modele QBF pour la QBF prénexe
F 7 ». Sila QBF prénexe n’est pas close alors la validité implique 'existence d’un modele.

Exemple 12 (validité et modeéle) La QBF préneze (3a (aAd)) admet pour modéle
QBF la valuation QBF (v[d := vrail, {(a — vrai)}) (v une valuation propositionnelle quel-
conque) mais n'est pas valide (pas de modéle avec v[d := faux]), et sa cloture existentielle
(3d (Ja (and))) admet pour modéle QBF la valuation QBF (v,{(a — vrai), (d — vrai)})
mais sa cloture universelle (Vd (Ja (aAd))) n’admet pas de modéle QBF.

Un modele QBF pour une QBF prénexe close étant un ensemble de fonctions booléen-
nes, par la définition [ qui associe positivement & une fonction booléenne une formule,
la formule propositionnelle née de la substitution dans la matrice des symboles existen-
tiellement quantifiés par les formules associées uniquement constituées des symboles uni-
versellement quantifiés est une (cf. Démonstrations, lemme @). Si les formules
associées sont étendues aux symboles propositionnels libres, par le méme procédé, un
modele QBF pour une QBF prénexe non close peut étre défini [122]. Le test pour décider
si une valuation QBF est un modele QBF ou non est donc co — N'P-complet [123].

Exemple 13 (modeéle QBF et tautologie) En continuant l’exemple[Il et en considérant
les formules propositionnelles ¢ ; = vrai et ¢f = a, associées (positivement) auz fonctions

booléennes d et f, la formule propositionnelle [d— ¢ llf « <;5f] (1) est une tautologie.

La forme normale conjonctive sert tres souvent de définition méme a la notion de
QBF. Le modele QBF a alors une autre définition possible dans cette restriction [25] :
les fonctions booléennes du modele QBF sont associées positivement et négativement ;
la formule propositionnelle née de la substitution dans la matrice des littéraux positifs
existentiellement quantifiés par les formules associées positivement et des littéraux négatifs
existentiellement quantifiés par les formules associées négativement est une tautologie (cf.
Démonstrations, lemme [ITJ).
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1.3 Deux relations d’équivalence

e(234) . une exten-

Les deux sémantiques des QBF suggerent deux relations d’équivalenc
sion de la relation d’équivalence classique (=) sur la préservation des modeles proposition-
nelles et une relation d’équivalence (22) sur la préservation des modeles QBF, partitionnant
les classes de I’équivalence classique. Nous redéfinissons la premiere de ces deux relations
d’équivalence et retrouvons pour les QBF des résultats de la logique des prédicats. La
définition d’une relation d’équivalence pour les QBF prénexes sur la préservation des
modeles QBF offre de multiples choix dont nous explorons une variante. Nous retrouvons

alors les résultats de la logique des prédicats pour les formes normales classiques.

1.3.1 Relation d’équivalence préservant les modeles propositionnels

La relation d’équivalence classique de la logique propositionnelle, qui préserve les
modeles propositionnels, partitionne pour un ensemble de n symboles propositionnels 1’es-
pace des formules propositionnelles en 22" classes. Cette relation s’étend de maniére na-
turelle a ’ensemble QBF. Cette relation est définie sur la sémantique décisionnelle mais
peut étre trivialement étendue a la sémantique prénexe.

Définition 23 (Relation =) Soient F' et G deur QBF. F = G si, pour toute valuation
propositionnelle v, I*((F+—G))(v) = vrai.

Cette définition met en lien la bi-implication («+) au niveau objet et la relation de
préservation des modeles propositionnels (=) mais elle peut aussi de part la sémantique
de la bi-implication (sous les mémes conditions et de maniére équivalente) étre définie par

IF(F)(v) = I (G)(v).

La relation = est bien une relation d’équivalence ce qui est immédiat car 1’égalité est
une relation d’équivalence (cf. Démonstrations, lemme [IT]).

La sémantique pour des QBF sans quantificateur étant la méme que celle de la logique
propositionnelle, la relation = sur les QBF sans quantificateur est identique a celle sur les
formules propositionnelles (d’ou ’abus de notation).

Le résultat classique de la logique des prédicats sur ’anonymat des variables quantifiées
s’étend aux QBF : nous pouvons disposer (de maniére cohérente) des noms des symboles
propositionnels liés, par contre, ceux qui sont libres « ne nous appartiennent pas », et ne
peuvent étre renommés.

Nous récapitulons quelques résultats classiques utiles pour les chapitres suivants (cf.
Démonstrations, lemme [3) :

(Q=.1) si F =G et x lié ni dans F ni dans G alors gz F = qzG;
(QR=.2) J2Q(2NG) = Q[z — TNG);

(Q=13) FeQ(~2AG) = Qlx — L)(G);

(Q=.4) V2Q(2VG) = Q[z — L)(G);

(Q=15) ¥rQ(-vG) = QI — T)(G);

(Q=.6) Vax = L;
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(Q=.7T) Yo~z = L;
(Q=.8) Jxx=T;
(QT.9) Jx—z=T.
(F et G deux QBF, x et y deux symboles propositionnels, @ un lieur et ¢ un quantificateur.)

De nombreuses|équivalences logiqgueddues principalement aux propriétés des connecteurs
et a celles des quantificateurs entre-eux sont conservées pour les QBF : les équivalences
propositionnelles et les équivalences du prédicatif L1_a 1.14l Nous remarquons,
qu’en général, (3x (Vy F)) # (Vx (Jy F')) comme par exemple

(Vd (Ja (3c ((cVa)<d)))) # (Fa (Fe (Vd ((cVa)<—d)))).

Les équivalences Q=.2 et Q=.3 forment le principe de lafpropagation de clauses unitaired
L’ensemble des QBF closes est partitionné en uniquement deux classes : la classe des QBF
valides [T]= et la classe des QBF non valides [L]=.

Exemple 14

(Va (3d (Ve 3f =~=((e—=d)—=—(f—a))))))
= (Ya (3d (Ve ~==((e—=d)=(Vf =~(f—0a))))))

1.3.2 Relation d’équivalence préservant les modeles QBF

La relation = ne préserve que la composante propositionnelle de la valuation QBF des
QBF prénexes mais n’informe pas sur la préservation de la composante fonctionnelle ce
qui est crucial pour 'interprétation d’une QBF prénexe comme un jeu fini & deux joueurs
ou dans la compilation de celle-ci. Nous proposons une relation d’équivalence préservant
les modeles QBF pour les QBF prénezxes.

Définition 24 (relation =)
Soient ' et G deux QBF prénexes de lieurs identiques jusqu’a la derniere existentielle.
F =2 G si, pour toute valuation propositionnelle v et pour toute valuation fonctionnelle sk

pour F et G, i,(I*(F)(v, sk), [*(G)(v, sk)) = vrai.

La définition est plus complexe que celle de la définition 23 car la QBF (F—G), pour
deux QBF prénexes F' et G, n’est pas une QBF prénexe (sauf si bien sir F' et G sont
sans quantificateur); elle est aussi différente de celle présentée initialement dans [207]
car elle autorise a réunir dans une méme classe d’équivalence des QBF prénexes ayant
des lieurs qui different sur les universelles les plus internes prenant ainsi en compte le
fait qu'un modele QBF est constitué de fonctions booléennes dépendant des symboles
propositionnels universellement quantifiés qui précedent le symbole propositionnel exis-
tentiellement quantifié associé a la fonction. Ainsi, bien que les lieurs soient différents
Jrx = FzVy((zVy)A(y—x)) car ces deux QBF prénexes ont un unique modele QBF
(dont la composante fonctionnelle est) {(z +— vrai)}; mais Jza ¥ VyIz((zVy)A(y—z))
car 'unique modele QBF de cette derniere QBF prénexe est de valuation fonctionnelle
{(z — {(vrai — vrai), (faux — vrai)})}.
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De la méme maniere que pour la relation d’équivalence classique, cette définition met
en lien la bi-implication («) au niveau objet et la relation de préservation des modeles
mais elle peut aussi de part la sémantique de la bi-implication (sous les mémes conditions
et de maniere équivalente) étre définie par

I*(F)(v, sk) = I'"(G)(v, sk).

La relation d’équivalence préservant les modeles QBF partitionne les classes de I’équiva-
lence classique (sauf celle de 1) en une infinité de classes. Ainsi 3z = T mais Jzx # T
car 'unique modele QBF de T est la valuation QBF vide alors que I'unique modele QBF
de Jzx est la valuation QBF (dont la composante fonctionnelle est) {(x — vrai)}. Les
symboles propositionnels existentiellement quantifiés ne sont pas anonymes pour la relation
d’équivalence préservant les modeles QBF en effet dxx = dyy mais Jdzx 2 Jyy tandis que
les symboles propositionnels universellement quantifiés sont anonymes pour la relation
d’équivalence préservant les modeles QBF puisque ne figurant pas dans la représentation
choisie de la valuation QB

~

La relation = est bien une relation d’équivalence ce qui est encore une fois immédiat
car P’égalité est une relation d’équivalence (cf. Démonstrations, lemme [[H). La relation =
partitionne la classe [T]= et donc (Démonstrations, lemme [IH]) :

~ Si F= F' alors FF = F'.

— De plus si F' et F’ sont deux QBF sans quantificateur alors F = F’ si et seulement

si /= F.

Les résultats classiques ne s’étendent que partiellement a la relation d’équivalence
préservant les modeles QBF (cf. Démonstrations, lemme [[J]) :

(Q=.1) JaTyF =~ FyIaF';

(Q=.2) I*(VaVyF)(v, sk) = I*(VyVaF)(v, sk') avec sk et sk’ identiques & ceci prés que

les deux premieres colonnes sont permutées ;

(Q%23) FeQ(znH) = FQ(uAlz — T|(H));

(Q%4) FQ(-wnH) = FaQ(-anle — L](H):

(Q%5) I (VaQ(aVH)) (v, k) = I*(Qlx — L)(H))(v, sh{faux):
(@) I"(GaQ(aVH)(v5h) = '(Qle = TI(H)0 k(i)
(Q=.7) Vax =

(Q™.8) Vo = J_

(F et G deux QBF prénexes, H une formule propositionnelle, x et y deux symboles propo-
sitionnels et @ un lieur.)

La définition 24l est extrémement discutable dans la mesure ou elle introduit une dis-
symétrie entre la manipulation algébrique du quantificateur existentiel et celle du quan-
tificateur universel : VaVyF = VyVaF n’est pas un théoréme ; pour qu’il le soit, il n’est
pas difficile de modifier la définition mais les conséquences techniques sont fastidieuses.

4La perte de anonymat des symboles propositionnels existentiellement quantifiés n’est pas vraiment
une difficulté puisqu’il est possible de ’obtenir en choisissant une notation par référence comme celle des
indices de de Bruijn pour le A-calcul [I8H].
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1.3.3 Mises sous forme prénexe et sous formes normales

La plus part des procédures de décision pour les QBF prennent en format d’entrée des
formules prénexes sous forme normale conjonctive (cf. chapitre B). Si nous nous attardons
sur les formes normales, c’est que leur choix, en tant que format d’entrée ou structure
interne aux procédures de décisions QBF, et leur obtention, & partir d’une représentation
d’une application, influencent grandement lefficacité (cf. chapitre B) et la maniére de
programmer (cf. chapitre ).

En [logique des prédicats, la mise sous forme prénexe et la mise sous forme normale
conjonctive sont combinées en une mise sous forme normale clausaldl. La forme nor-
male clausale a été particulierement étudiée [I6Y] car elle est le format d’entrée de la
[eésolufionl Apres obtention d’une forme normale conjonctive prénexe, la forme normale
clausale est obtenue par [skolémzsafzonl (qui élimine les variables existentiellement quan-
tifiées pour les substituer par des symboles de fonction ayant pour arguments les variables
universellement quantifiées qui précédent la variable substituée) puis par redistribution
des quantificateurs universels pour obtenir une conjonction de [cloused La définition des
QBF étant sans symbole de fonction, la skolémisation est impossible (seule un ersatz par
[skolémisalion proposilionnelld existe).

Pour les QBF, comme pour la logique des prédicats, la premiere étape de la mise
sous forme prénexe ou de la mise sous FNC est toujours la linéarisation, qui élimine les
bi-implications et les ou-exclusifs par les équivalences (F'«—Q) & (F—=G)\N(G—F)) et
(FaG) 02 ((FVG)A=(FAG)). Cette étape est tres souvent négligée et omise dans le
traitement des QBF comme ayant déja été traitée mais elle ne doit pas I'étre car elle peut
avoir un effet exponentiel sur la taille de la formule (cf. chapitre B).

La mise sous forme prénexe d’une QBF se réalise alors en deux étapes supplémentaires :

1. le renommage des symboles propositionnels apparaissant associées a des quantifica-
teurs différents en de nouveaux symboles propositionnels (c’est-a-dire n’apparaissant
pas dans la formule) pour atteindre une forme polie grace & 'anonymat des symboles
propositionnels liés ;

2. Dextraction des quantificateurs graces aux équivalences (pour ¢ un quantificateur

quelconque) ((gz F)VG) E (gz (FVQG)) et ((gz F)NG) E (gx (FAG)) utilisées de
gauche a droite (et & la commutativité de la disjonction et de la conjonction).

Pour obtenir la forme normale conjonctive (ou disjonctive) prénexe ou non, il faut en
calculer la forme normale négative a partir de la QBF linéarisée. La mise sous FNN s’opére
selon ’application des étapes suivantes :

0.1
1. Pélimination des implications par les équivalences (au choix) (F—G) = (-FVQ) et

(F—G) E ~(FA-Q);

0.
2. la « descente » des négations sur les littéraux par les lois de de Morgan —(FVG) =

ot

SDans la littérature anglophone, en logique du premier ordre, CNF signifie généralement « clausal
normal form » tandis qu’en QBF et logique propositionnelle, cet acronyme signifie plutot « conjunctive
normal form ».
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(=FA-G) et =(FAG) w0 (=FV—-@), la traversée des quantificateurs par les équivalen-
ces ~(Vz F) E (z =F) et =(3z F) = (Vz —=F) ainsi que ’élimination des doubles
négations par I'involution de la négation ——F L F.

Les équivalences étant toutes utilisées de gauche a droite.

Exemple 15 (mise sous forme normale negative) En continuant l’exemple [3,

(¥ (3 ((3e ((arme)—d))~(and)

= (Ya (3 (- (~(an-e)vd)V(and))))
= (Ya (3 (Ve ~(~(an-e)vd)v(and)
= (Ya (3 (e (m(an-e)A~d))v(end)))
= (Va (3d (Ve ((aA-e)A-d))V(and))))

A partir de la forme normale négative, la mise sous FNC se réalise par une mise sous
forme prénexe suivie par deux méthodes possibles : '« académique » [I69] par distribu-

tivité selon 1’équivalence (FV(GAH)) 02 ((FVG)A(FVH)) (et la commutativité de la
disjonction) et celle dite « par renommage de formules » qui s’appuie sur l'introduction de
nouveaux symboles propositionnels [223), 77, 43, [74]. La premiére fait dans le pire des cas
croitre exponentiellement la taille de la formule tandis que la seconde augmente le nombre
de symboles propositionnels (un par occurrence de connecteurs binaires) et donc 'espace
de recherche. La mise sous FND est similaire a la mise sous FNC « académique » mais en

optant pour ’équivalence logique duale & 0.24 : (FA(GVH)) 023 ((FAG)V(FAH)).

Exemple 16 (mise sous FNC académique) En continuant [’exemple [13,

gvf)a (3d (Ve ((arn—e)A—d))V(and))))

i4 (Va (3d (Ve (((an—e)A—=d)V(and)))))

2 (Va (3d (Ve ((((aA—e)A=d)Va)A(((ah—e)A=d)Vd)))))

= (Va (3d (Ve ((aV((an—e)A=d))A(dV((ar—e)A=d))))))

= (Va (3d (Ve (((aV(ar=e))A(aV—d))A((dV(ar-e))A(dv—d))))))

=" (Va (3d (Ve (((ava)A(av—e) A(av=d)A(((dVa)A(dv—e)) A(dvV-d))))))

Cette derniére QBF est sous FNC mais des simplifications peuvent étre opérées pour
obtenir :

(Va (3d ((Ve ((an—e)A—d))V(and))))
= (Ya (3d (Ve (((an(aV=e))A(aV—=d))A((dVa)A(dV—e))))))

Pour les QBF, la mise sous FNC par « renommage de formules » est basée sur
I'équivalence (G une QBF prénexe, x un symbole propositionnel, F' une QBF librement
substituable pour z dans G) (Fz ((z—=F)AG)) = [z «— FJ(G) qui permet d’introduire
un nouveau symbole existentiellement quantifié mis en équivalence avec une sous formule
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(cf. Démonstrations, lemme 20)). Dans ’équivalence précédente, I'introduction du symbole
propositionnel existentiellement quantifié par une implication et non par une bi-implication
n’est pas suffisante pour la mise sous FNC a contrario de la logique des prédicats [169]
(B (2—F)AG)) # [z — FIGH) .

Si Péquivalence est restreinte aux deux types de formules pour F : (IVI') et (IAl'), I et
" deux littéraux, alors des clauses propositionnelles sont introduites :

(=) = (maVIVI )N (@V-D)A(2V=) et (ze(IA) = (2V-IV=U)A (VDA (-2 VT

ce qui nous mene a 'algorithme 1, ms fncrenommage_formules, qui permet de calculer la
FNC d’une QBF sous FNN prénexe, QM, par « renommage de formules » par introduction
dans la matrice passée en premier argument de nouveaux symboles propositionnels indicés
par le second argument : si (Q3, D) = msfnc.renommage_formules(M,0) alors QQ3D
est sous FNC.

Exemple 17 (mise sous FNC par renommage) En continuant ’exemple [I0,

(Va (3d ((Ve ((an—e)A—d))V(and))))
2 Ya3dve(((ah-e)A-d)V(ard))

puis en suivant l’algorithme 1 :

Va3dVe((Ve ((an—e)A—d))V(aAd))
Va3dVedz; (((z1A—d)V (and))A(z1 < (an—e)))
Ya3ddVedz1dzo
(((z2V(and))\ (21 (aA~e)))A(z2(21Ad)))
Ya3ddVedzyz93z3
((((z2V23)A (212 (aA=€)))A (22 (21Ad)) ) A(23 (and)))
= Va3ddVedz;3zodzzTzgzy N
(z1V—aVe)A(=z1Va)A(—z1V—e)A
(ZQV—|21Vd)/\(—|ZQ\/Zl)A(—'ZQ\/—'d)/\
(z3V=aV-d)A(—z3Va)A(—z3Vd)A
(—\2’4\/2’2\/23)/\(2’4\/—|22)/\(—|Z4\/—|23)
ce qui peut étre réduit en

Ya3ddVedzyz93z3
(z1V—aVe)A(=z1Va)A(—z1V—e)A
(ZQV—|21Vd)/\(—|ZQ\/Zl)A(—'ZQ\/—'d)/\
(z3V—aV-d)A(—z3Va)A(—z3Vd)A\(z2Vz3)

©
o}

Que ce soit ’équivalence qui préserve les modeles propositionnels pour une QBF
quelconque ou I'équivalence qui préserve les modeles QBF pour une QBF prénexe, la
linéarisation termine et calcule une QBF équivalente sans bi-implication, ni ou-exclusif

S pour G = =z et F = T alors [t « F(G) = L mais (Jz ((x—F)AG)) = T (tandis que
Bz ((z=F)NG)) = 1).
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Algorithme 1 msfncrenommage_formules

Entrée: Une formule propositionnelle ¥
Entrée: Un entier n
Sortie: Une paire composée d’un lieur et d’'une formule propositionnelle
siF=TouF=_1ouF=-xouF =zavec z € SP alors
retourner (¢, F)
sinon
F = [z, < (zoy)|(G), avec zp, |z|, |y| € SP
(Q, D) := msfncrenommage_formules(G,n + 1)
si o = A alors
cl = (2o VTVY) A (—2p V) A (—2,VY)
sinon
cl = (2 VaVYy) A (2 VT) A (2, VY)
fin si
retourner (Q3z,, (cIAD))
fin si

(cf. Démonstrations, lemmes Il et Z2). De méme, pour toute QBF, il existe une QBF sous
FNN (resp. sous FND, sous FNC) qui lui est équivalente et la mise sous FNN (resp. sous
FND, sous FNC « académique ») termine et calcule une QBF sous FNN équivalente (resp.
sous FND, sous FNC) (cf. Démonstrations, lemmes 211 et 22).

Pour I'équivalence qui préserve les modeles propositionnels, la mise sous forme prénexe
termine et calcule une QBF équivalente sous forme prénexe et la mise sous FNC par la
méthode par « renommage de formules » termine et calcule une QBF sous FNC équivalente
(cf. Démonstrations, lemme EII). Ces résultats de complétude ne peuvent pas s’étendre
directement a l’équivalence qui préserve les modeles QBF pour la mise sous FNC par
« renommage des formules » puisqu’il y a I'introduction de nouveaux symboles proposition-
nels existentiellement quantifiés mais un résultat similaire peut étre obtenu si les modeles
de la QBF sous FNC sont « purgés » de ces nouveaux symboles (cf. Démonstrations,

lemme 23)).

1.4 Calcul syntaxique pour les QBF prénexes

La [logique des prédicatsd marche sur deux jambes : la sémantique qui est définie sur
une interprétation des symboles non-logiques, étudiée dans la « théorie des modeles », et
de nombreux systemes syntaxiques, étudiés dans la « théorie de la preuve », définis par
des ensembles de régles purement symboliques qui ignorent la signification associée aux
symboles non-logiques. Dans un systeme syntaxique, a partir d’une formule et en suivant
scrupuleusement les regles, il est possible de construire des preuves. Ces systéemes de regles
ne peuvent étre quelconques pour étre élus, ils doivent nécessairement garantir qu’a toute
formule vraie pour toute interprétation une preuve peut-étre associée (la complétude) et
que toute preuve ne peut émaner que d’'une formule vraie pour toute interprétation (la
correction). Face a l'infinité des interprétations possibles, I'approche syntaxique est la
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voie algorithmique principale pour faire de la logique un moyen de calcul avec des succes
incontestables tels que les langages de la [programmation logiqud, héritiers de la [résolufzon]
de Robinson, qui est ’archétype de la méthode syntaxique. La|logique propositionnelid, de
part sa définition enchéassée dans celle de la logique des prédicats, bénéficie aussi de ces
deux jambes mais, du fait de la simplicité de la sémantique, la frontiere algorithmique des
approches est assez floue. Il en est de méme pour les QBF : a l'intérieur d’'une méthode
sémantique basée sur la définition des quantificateurs peuvent étre insérés des éléments
de résolution (cf. chapitre B). Il existe néanmoins des méthodes syntaxiques qui ne font
pas référence a la définition de la sémantique des quantificateurs, comme par exemple
la extension de la résolution propositionnelle, elle-méme restriction de la
résolution de Robinson.

Nous présentons notre calcul syntaxique comme une extension, pour les QBF prénexes,
de la justification de 1falgorithme de StalmarcH [202], dans le cadre de la théorie de la
preuve, qui a pour objectif de démontrer qu’une formule propositionnelle est une
L’idée de cet algorithme est triple : de part le caractere fonctionnel de la logique propo-
sitionnelle, toute sous-formule d’une formule (y compris la formule elle-méme et les sym-
boles propositionnels qui la composent) est in fine équivalente soit a T, soit a L ; les
propriétés algébriques des connecteurs logiques induisent que pour que la formule soit
équivalente & T (pour que la formule soit une tautologie), certaines de ses sous formules
soient nécessairement équivalentes, au sein d’une « relation de formules », & d’autres de
ses sous-formules (ou & T ou a L); lorsque les deux idées précédentes sont insuffisantes
pour décider completement, il est toujours possible de forcer I’équivalence d’un symbole
propositionnel a T et de démontrer que cette nouvelle formule est une tautologie puis de
faire de méme avec L et d’en déduire alors que la formule est une tautologie.

Nous présentons tout d’abord l'extension immédiate de la relation de formules aux
QBF ; nous définissons le systéme syntaxique Sggr le plus élémentaire basé sur la relation
de formules; pour en démontrer la correction et la complétude, nous exprimons le lien
entre ce systeme et la sémantique des QBF ; nous évoquons des extensions possibles que
nous développerons plus encore dans le chapitre Hl; enfin, nous reconstruisons le modele
QBF attaché a toute preuve dans ce systeme.

1.4.1 Relation de formules

Une relation de formules [202] (propositionnelle) R pour une formule F est définie
comme étant une relation d’équivalence sur I’ensemble étendu des sous-formules, sfe(F')
(cf. définition B), avec pour contrainte que pour tout élément A, B € sfe(F), si (A, B) € R
alors (A, B) € R. Une classe d’une relation de formules R contenant un élément A est
notée [A]r (et plus simplement [A] lorsque la relation de formules est clairement ex-
plicitée par le contexte). La sémantique attendue est que tous les éléments d’une méme
classe d’équivalence ont la méme valeur de vérité. Nous étendons ce formalisme aux QBF
prénexes (closes et polies).

Définition 25 (relation de formules) Une relation de formules R = (Q ; P) pour
une QBF prénexe QM est constituée du lieur Q et d’une partition P de sfe(M) sous la
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1.4 Calcul syntaxique pour les QBF prénexes

contrainte que, pour tout A, B € sfe(M), si (A, B) € R alors (A, B) € R.

La relation de formules la plus fine pour une QBF prénexe QM est la relation identité
Idgnr qui est la partition des singletons de sfe(M) associée au lieur ). La relation de
formules R([A]r = [B]r) (notée plus simplement par la suite R([A] = [B])) pour une
QBF prénexe QM est la relation de formules la plus fine pour QM telle qu’elle est un
raffinement de R et ([A]g = [B]g). La relation de formules Idgas([M] = [T]) nous servira
de racine a ’arbre de déduction de notre calcul syntaxique. Dans ce qui suit seule une des

deux classes symétriques [A] et [A], sauf mention, est explicitée.

Exemple 18 Soit la QBF
¢ = Va3dVe3 f-((e—d)—(f—a)

alors

Tdg([~——v] = [T]) =
(VaEIdVeEIf ; [T’ _'_'_'V]’ [a]’ [d]’ [6]’ [f]’ [VO]’ [Vl]’ [_'_'V]’ [_'V]’ [V])

avec v = (vg—-1), 1y = (e—d) et vy = (f—a).

1.4.2 Systéme syntaxique

Nous présentons notre systéme syntaxique Sgpr pour les QBF prénexes comme un
ensemble de regles % qui operent sur des relations de formules formant un arbre
de déduction dont la racine est la relation de formules Idga([M] = [T]). Mais avant de
présenter le systeme nous définissons un ensemble de relations de formules qui correspon-

dent a des relations de formules & partir desquelles aucune déduction n’est possible.

Définition 26 (relation de formules explicitement contradictoire) Une relation de
formules est explicitement contradictoire si une des conditions suivantes est vérifiée :

1. il existe une formule F dans la relation de formules telle que [F| = [F];

2. il existe une classe qui contient au moins deux symboles propositionnels universelle-
ment quantifiés du lieur;

3. il existe une classe qui contient un symbole propositionnel universellement quantifié
u du lieur et un symbole propositionnel existentiellement quantifié e tel que e < u.

La condition 1 maintient intuitivement qu’une formule et son complémentaire ne peu-
vent avoir la méme valeur de vérité. La condition 2 exprime que deux symboles universelle-
ment quantifiés ne sont jamais liés fonctionnellement. La condition 3 correspond dans le
cadre de lfunification| de Eermed de la [logique_des predicaty au classique liest d occurrencd
Une relation de formules peut n’étre pas explicitement contradictoire et contenir des classes
qui le sont.

Nous ne présentons les regles du systeme Sgpr que pour le fragment {—, -, T}. Pour
simplifier, dans la description de la prémisse et de la conclusion de la regle, seuls le lieur
et les classes pertinentes sont notées, les classes invariantes ne sont pas décrites (la classe
[T] est implicitement toujours présente).
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Définition 27 (systéeme Sgpr pour {—,—, T}) Le systéme Sqpr est constitué d’une
régle d’élimination des doubles négations (F € PROP(_._ 1)

(Q; [F]=[-—F])
(@ [FLLI=-F])

-/

de quatre régles d’élimination du quantificateur existentiel (x € SP ) :

CQulal=[T] L QiE=T)

T G L Ee
QQ: [a]=[T) Q@i E=[m)

I QR =Y T @me @]

d’une régle d’élimination du quantificateur universel (x € SP ) :

v, (Qifel=[T) (Q; [7]=[T])

(V2@ ; [z])

et neuf regles de fusion des classes (Fy,Fx € PROP_, _ 1) :

1- (Q; [Fx]=[T].[Fy]=[T]) 9. (@ [Fx]=[T],[Fy]=[T])

: @ ; [(Fx—Fy)=[Fy)) : @ ; [(Fx—Fy)=[Fx])
3 - (@ [Fx]=[T],[Fy]=[T]) 4 - (Q; [(Fx—Fy)|=[Fx])

’ (@Q; [(Fx—Fy)]=[T]) (@ [(Fx—Fy)L[FY]=[T])
5 - (Q; [(Fx—Fy)|=[Fx])_ 6 : (Q; [(Fx—Fy)|=[T])

T (@ [(Fx—Fy)][Fx]=[Fy]) T(Qs [(Fx—Fy)LIFx]=[T])
7 (Q; [(Fx—Fy)]=[T]) ] - (Q; [(Fx—Fy)]=[T])

(Q; [(Fx—Fy)LIFY]=[T]) @ ; [(Fx—Fy)L,[Fx]=[Fy])

9. (@ [(Fx—Fy)|=[Fy])
(@ [(Fx—Fy),[Fx]=[T])

Exemple 19 En continuant l'exemple I8 Nous explicitons ici toutes les classes d’équiva-
lences.

(VaHdVeﬂf ) [T7 ) _‘V]7 [a]7 [d]7 [6]7 [f]7 [V0]7 [Vl]
[_'T’ o, V]’ [_'a]’ [_'d]’ [_'e]’ [_' ]a [_'VO]a [_'Vl])
(VaHdVeﬂf ) [T7 _‘_'_‘V]7 [a]7 [d]7 [e]a [f]7 [V0]7 [Vl]v [V]7
[_'T’ _'_'V]’ [_'a]’ [_'d]’ [_'e]a [_'f]a _'VO]a [_'Vl]’ [_'V])

Exemple 20 La régle 9 de la définition précédente exprime que si la relation de formules
R est telle que son lieur est Q) et la partition est telle qu’une classe contienne une formule
(Fx—Fy) et que les formules Fx et T appartiennent a la méme classe alors est inférée par
la régle 9 une relation de formules R([(Fx—Fy)] = [Fy]) (en particulier, cette nouvelle
relation de formules est toujours telle que [Fx| = [T]).

Nous sommes a méme de décrire ce qu’est un arbre de déduction et une preuve pour
le systeme Sgpr.
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Définition 28 (arbre de déduction) Un arbre de déduction est défini inductivement
ainst :

— toute relation de formules qui est non explicitement contradictoire est un arbre de
déduction pour le systeme SQBF ;

— 51 R est une relation de formules, r une régle du systéme Sgpr telle que la prémisse
soit satisfaite par R et que le résultat R', unique conclusion de ’application de la
régle a la prémisse soit mon explicitement contradictoire et si V' est un arbre de
déduction de racine R’ alors %’F est un arbre de déduction de racine R ;

— 51 R est une relation de formules, r une régle du systéme Sgpr telle que la prémisse
soit satisfaite par R et que les résultats R' et R, conclusions de lapplication de la
régle v a la prémisse soient non explicitement contradictoires et si V' et V" sont des
arbres de déduction de racine respectivement R' et R" alors v RV”T, est un arbre de
déduction de racine R.

Dans les exemples qui suivent, seule ’application des regles de fusion est indicée par
le numéro de la regle.

Exemple 21 En continuant 'exemple [[4, 'arbre ci-dessous est un arbre de déduction
pour le systéme Sqpr (v = (ny—-w1), vy = (e—d) et vy = (f—a)).

v Vv
(Va3dvedf ; [T, ———w,—w, v, 1], [al, [d], [e], [f]) ,
(Vaddvedf ; [T, -, ~w],[a], [d], [e], [f], [vo], [11])
Ide([~=w] =[T])

avec V tel que

(e; [T,~—w,—w, v, 11,a,d,e, f]) (e; [T,~w,—w, v, 11,a,d,—e, f])
3f; [T, ~w,—wv, v, v1,a,del, [f]) 3f; [T,~—w, v, v, 11,a,d, €], [f])
(Veﬂf ; [T, -y, Y, Vo, VL, A, d], [6], [f])

(Javedf ; [T, v, v, v, v1, 4], [d], ], [f])

avec V' tel que

(Hfa [Ta"ﬁ"l/a"VaVO7V15"a/aﬁfada€]) (Hfa [T7ﬁ"ﬁya"l/7l/05V17ﬁaaﬁfadaﬁe])
(Vezlf, [Ta_'_‘_'yv -, y, V1, a, _'fad]v[e])

(Eldvezlfv [T,_\_!_\l/7—\l/71/0,l/17—\a,_|f],[d],[e])

4

(Eldvezlfa [T,"“_'I/, _‘Val/OvVl;_'a’]v[d]v[e]v[fb

La relation de formules (3f ; [T,—~——w,—w,vy,v1,-a,—f,d,e]) n'est pas explicitement
contradictoire bien que a et e soient des symboles propositionnels universellement quantifiés
car ils n’appartiennent plus au lieur qui est présentement f.

Le fait d’avoir ramené dans la classe T un des deux littéraux pour tout symbole
existentiel, ni méme pour toute sous formule, ne signifie par pour autant qu’une telle
relation de formules admette un modele.
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Définition 29 (axiome) Un axiome pour une QBF prénexe close, QM, est une relation
de formules R = (¢ ; P) non explicitement contradictoire (P une partition de sfe(M)) ne
contenant que deux classes telles que [M]r = [T]g et telle qu’aucune régle de fusion ne
puisse plus étre appliquée.

Nous sommes en mesure de définir ce qu’est une preuve pour une QBF dans le systéeme
SQ BF-

Définition 30 (preuve) Un arbre de preuve (ou preuve) pour une QBF QM dans le
systéme Sgpr est un arbre de déduction de racine Idgy ([M] = [T]) tel que toute feuille
s0it un axiome.

Exemple 22 L’arbre de déduction de l’exzemple [Z]] est une preuve dans le systeme Sgopr
de la QBF Ya3dVe3df———((e—d)——(f—a)).

La regle d’élimination de la double négation est une regle qui peut étre omise si la
QBF a la racine ne contient pas de double négation. Les regles d’élimination 4T et 3L
expriment la sémantique du quantificateur existentiel, de méme la regle d’élimination V
exprime la sémantique du quantificateur universel : en cela ce systéme n’est pas purement
syntaxique. La régle d’élimination 3+ (resp. 3—) exprime que seule, lors de I’élimination
du quantificateur existentiel, la régle 3T (resp. 3.1) pourra étre appliquée pour poursuivre
le calcul ; les regles 3+ et 3— peuvent étre 6tées du systéme sans en altérer la complétude ;
elles seront démontrées correctes en faisant appel a la sémantique ce qui est beaucoup
plus simple que de passer par une démonstration dans la tradition de la théorie de la
preuve par une manipulation des preuves. Les regles de fusion expriment les propriétés de
I'implication ; le lien sémantique entre la prémisse et la conclusion des régles de fusion est
un lien d’équivalence de préservation des modeles qui sera explicité dans ce qui suit.

La définition de I'axiome prévient la contradiction dans une classe. Cette définition
se réduit uniquement a la premiere condition si l'utilisation de la regle d’élimination du
quantificateur n’est utilisée que lorsque aucune autre regle ne peut plus 1’étre (car alors
nécessairement la contradiction aurait été déduite des regles).

Exemple 23 La relation de formules
(e [(a—d),a,d, T}, [(a—d),a,d, T])

(dont exceptionnellement toutes les classes ont été explicitées) n’est pas explicitement con-
tradictoire mais n’est pas un ariome car :

(e; [(a—d),a,d, T, (a—d),a,
(e; [(a—d), a,E, T], [(a—d),a,

Ceci interdit une preuve fausse pour la QBF prénexe Jadd(a—d) (en posant, d’un point
de vue sémantique, v(a) = vrai et v(d) = faux) n’utilisant que la régle d’élimination du
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quantificateur existentiel telle que :

(€ llamd),0. @ T), [o=d).3
(3d; [(a—d),a, T],[(a—d),a, T]

(Ba3d; [(a—d), T], [(a—d), T], [al, [a], |

La définition du systéme induit nullement 1'utilisation des regles de fusion au plus t6t
dans la preuve et permet en particulier des preuves « naives » éliminant complétement les
quantificateurs puis appliquant la regle de la double négation et celles de fusion.

1.4.3 Sémantique

Nous établissons les théoremes de correction et complétude du systeme Sgpr par
rapport a la sémantique des QBF, pour cela nous interprétons le systéme Sgpr dans la
sémantique des QBF prénexes. En premier lieu, nous remarquons que tout axiome pour
une QBF peut étre aisément mis en correspondance avec un modele propositionnel de la
matrice de cette QBF (cf. Démonstrations, lemme ).

Nous introduisons une fonction d’interprétation qui explicite la sémantique d’une re-
lation de fonctions en une QBF.

Définition 31 (fonction d’interprétation) La fonction d’interprétation d’une relation
de formules (- ; -)* est une fonction de l’ensemble des relations de formules dans les QBF
définie par

@; Py =Q \N( N\ (FoF)).

CeP F,F'eC
Exemple 24 (fonction d’interpretation) En continuant l’ezemple [Z]

(Eld\v/eﬂf ; [T, -y, Y, Vg, V1, A, —|f], [d], [6])*

= 3dYeIf (N\p.preqT movmvwom manyy (FF))A(dod)A(ece))
= JaVedf(-vAvpAviA—an—f)

grace a l’équivalence propositionnelle :

/\ (F—F'") = =vAvygAvi A—aA—f
FvF/e{T7_‘_‘_‘V7_‘V7VO7V17_‘a7_‘f}

L’équivalence (Q ; Idgn([M] = [T]))* = QM dont la preuve est immédiate justifie
que la racine de la preuve soit Idgp([M] = [T]) pour une QBF QM (cf. Démonstrations,
lemme [26]).

La correction du systéme Sgpr par rapport a la sémantique des QBF est une conséquen-
ce du fait que pour toute relation de formules R’ le résultat de I'application d’une régle de
fusion sur une relation de formules R est tel que R™* = R* (cf. Démonstrations, lemme 1.

Il est immédiat qu’a partir du calcul de la validité directement par la définition de la
sémantique des quantificateurs il est possible de construire une preuve dans le systéme
SoBr : la preuve, de bas en haut, élimine tous les quantificateurs puis fusionne les classes
grace aux regles de double négation et de fusions 4, 6, 7 et 9, d’ou la complétude.
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Théoréme 1 (correction et complétude du systéme Soprp par rapport a la
sémantique des QBF) Une QBF QM est valide si et seulement si la relation de formules
Idgu([M] = [T]) admet une preuve dans le systéme SQpr.

Ce théoreme de décision est étendu dans le paragraphe [LZ3] & une version plus « forte »
qui permet de construire n’importe quel modele d’une QBF prénexe valide.

La plupart des systemes pour décider des QBF prénexes sont basés sur I’algorithme de
[Davis, Logemann et Loveland (cf. chapitre B) lui-méme basé sur la [propagation de claused

2
lnzlaired qui n’est autre que application des équivalences : 3zQ(zAG) pa Qlxr — T)(G)

et 3zQ(—zAG) = Q[z — L](G), et sur la sémantique des quantificateurs. Par 1a méme, le
DLL ne construit que deux classes d’équivalence au lieu de la relation de formules. Cette
derniere introduit, d’un point de vue théorie de la preuve, 'utilisation de lalregle de la cou-
[purg mais avec une propriété de sous-formule (coupure « analytique ») qui permet de ne
pas avoir & deviner une nouvelle formule (coupure « non-analytique ») pour pouvoir I’ap-
pliquer ; cette regle permet de réduire dans le meilleur des cas exponentiellement la taille
des preuves [86]. Dans [202] une hiérarchie de complexité, basée sur le nombre nécessaire
d’utilisations de la sémantique du quantificateur universel, est introduite. En pratique, et
pour [[TATT], les problémes industriels ne dépasse guere le niveau deux de complexité. Ce
résultat s’explique par la totale liberté sur I'ordre des quantificateurs, puisque tous uni-

1.2
versels, en application de 1'équivalence logique (Vz (Vy F)) = (Vy (Vz F)); il n’en va pas
de méme avec les QBF puisque les quantificateurs existentiels et universels ne permutent
généralement pas.

1.4.4 Une extension au systeme Sgpp

Le systeme Sgpr présenté jusqu’ici est assez pauvre : il n’élimine les quantificateurs
qu’en employant explicitement leur sémantique et ne tire aucun avantage des propriétés
algébriques des quantificateurs entre-eux. L’extension proposée ci-dessous y pallie en partie
en rajoutant de nouvelles regles de fusion ; 'extension préserve la correction, la complétude
I’étant puisque nous ne faisons qu’étendre le systeme de regles.

Définition 32 (systéme Sgpr enrichi pour le {—,—,T}) Le systéme Sqpr enrichi
est constitué des régles du systeme Sqpr augmenté des nouvelles régles de fusion suiv-
antes :

10 : (QQVzQ" ; [y]=[T]) 11 : (QQVzQ" ; [y]=[T])

T (QFQV2Q; [(a—y)]=[T]) T (QFIQVEQ; [(—y)]=(y])
12 : (QQ'vVYQ" ; [x]=[T]) 13 : (QQvVzQ" ; [g]=[T])

T (Q32QVYQ"; [(z—y)]=[w]) T (QFIQVQ"; [(z—y)]=[z])
1. (QQvye": [F=[T) 5. —_(QQyQ" [@=[T])

(Q3zQ'VYQ" ; [(z—y)]=[T]) (QIzQVYQ" ; [(z—y)]=[z])

La définition[Z8 d’arbre de déduction est étendue en y intégrant les nouvelles régles de
fusion. Les autres définitions portant sur ’axiome et la preuve ne sont pas modifiées.
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Les regles enrichissant le systeme Sgpr dans la définition ci-dessus ne s’appliquent
qu’aux symboles propositionnels et non aux sous-formules.

La construction du systéme Sgpr est orientée par la validité : la non-validité n’est
exclue que par la définition 28; & l'instar des regles de fusion 10 & 15, les propriétés
algébriques des quantificateurs vis-a-vis des connecteurs induisent des « regles » qui per-
mettent de conclure que développer un arbre de déduction a partir d’une relation de
formules est d’ors et déja voué & ’échec; la procédure de décision du chapitre Hl étend le
systeme Sgpr en ce sens.

L’axiome choisit pour le systeme Sgpr est élémentaire puisqu’il réclame 1’élimination
complete du lieur; la procédure de décision du chapitre [l étend a nouveau le systeme
Sqpr par le choix d’'un axiome plus « efficace » : le lieur peut étre non-vide si toutes les
sous-formules, qui ne sont pas des littéraux, sont dans la classe de T ou celle de L.

Exemple 25 En continuant Uexemple [Z Extrait de la preuve pour le systéme Sgpr
enrichi (avec vy = (e—d)) :

(vaveaf ; [T,"“_'I/, _‘Val/OvVl;d]v [a‘]a [6], [f])
(VaEIdVeEIf 5 [Tv -, T, Vo, Vl]a [a’]v [d]v [6]7 [f]) 3
T (] = (1)

Nous obtenons, a l'instar du théoréeme [0, la correction et complétude pour le systeme
Sopr enrichi simplement en démontrant pour les nouvelles régles que les interprétations
de la prémisse et de conclusion sont toujours équivalentes au sens de la préservation des
modeles QBF (cf. Démonstrations, lemme E2§]).

1.4.5 Calcul de modele dans le systeme Sgpp enrichi

Nous annotons notre systeme Sgpp pour les QBF prénexes en y ajoutant la con-
struction d’un modele QBF : nos régles opérent maintenant sur un couple V = (@ ; P),
(Q ; P) une relation de formules et V' une valuation QBF de QM, avec P une partition de
sfe(M). Nous étendons les notions d’axiome, de dérivation et de preuve pour un nouveau
systeme Sgg pp» extension annotée du systeme Sgpr enrichi.

Définition 33 (systeme S¢) 5. pour le {—,—, T}) Le systéme S¢) gy est constitué d’une
régle d’élimination des doubles négations (F € PROP{_)HT}) :

V=(Q; [F]=[-~F])
V=(Q; [FL[--F])

de quatre régles d’élimination du quantificateur existentiel (dans les régles 3+ et 3—9,
les fonctions & sont d’arité le nombre de quantificateurs universels du lieur Q.) :

a . (v[z:=vrai],sk)=(Q ; [z]=[T]) a . (v[z:=faux],sk)=(Q ; [z]=[T])
T (v,{(z—vrai) }Usk)=(FzQ ; [z]) L% (v,{(z—faux)}Usk)=(FzQ ; [z])

=N (v[z:=vrai],sk)=(QQ" ; [z]=[T]) J_a. (v[z:=faux],sk)=(QQ" ; [z]=[T])
© (vf(z—vrai)jUsk)=(Q3zQ" ; [z]=[T]) T (w{(z—faux)Usk)=(Q3zQ" ; [z]=[T])
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d’une régle d’élimination du quantificateur universel :

Vo (v[z:=vrai],sk(vrai))=(Q ; [z]=[T]) (v[z:=faux],sk(faux))=(Q ; [z]=[T])
: (v,sk)=(VzQ ; [z])

et chaque régle de fusion de 1 a 9 de la définition [Z7 de structure % est augmentée en

N /
une regle ‘X//::;II%% )

Les régles de fusion 10 a 15 du systéeme Sgpr enrichi sont étendues ainsi :

10 ; —(oly=vrail sh=(QQ'¥aQ" ; [y)=[T])
* (v,{(y—vrai) }Usk)=(QIyQ'VzQ" ; [(z—y)]|=[T])
110 ly=vrail s> (QQveQ" ; [j=[T])

© (v,{(y—vrai)}Usk)=(Q3yQ'VzQ" ; [(z—y)]=[y])

190« __(le=vrailsh)=(QQVyQ" ; [z]=[T)
L (@ vral JUsh) = Q3@ Vo Q” ; [e—u) =)

130 . (oly=faux].sh)=(QQVaQ" ; [fI=[T)
L G fawd JUsk) = (QyQVaQ ; [(a—y)|=Ta])

(v][z:=faux],sk)=(QQ'VyQ" ; [Z]=[T]

1% e fam JUsk) = (QR2Q vy Q7 : [(a—n)]=[T])
L5e . (vlr=faux] k)= (QQ'Q" ; [1=[T])
L oo w0 JUsh) = Q2 @y Q" : (o) =Ta])

Un axiome pour une QBF QM dans le systeme S%BF est un couple V.= R constitué
d’une relation de formules R = (¢ ; P), non explicitement contradictoire ne contenant que
deuzx classes telles que [M]gr = [T|r et telle qu’aucune régle de fusion ne puisse plus étre
appliquée, et d’une valuation QBF, V = (v,0), telle que pour tout symbole propositionnel
x, v(z) = vrai si et seulement si v € [T] et v(x) = faux si et seulement si v € [T].

Si la preuve se construit de bas en haut pour la recherche des axiomes, la construction
du modele QBF se réalise de haut en bas.

Exemple 26 En continuant exemple [Z1 et pour la valuation QBF de composante fonc-
tionnelle sk = {(d— d),(f — f)} (et de composante propositionnelle v quelconque) avec

d = {(vrai — vrai), (faux — vrai)} = vrai et
f = {((vrai, vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),
(faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)}

Extrait de la preuve pour le systéme Spp avec calcul du modele (v = (vy—-w1), vy =

(e—d) et vy = (f—a)) :

vvrai vfaux
(v]d == vrail, {(f = f)}) = (VaVedf ; [T, -, ~w,vo,11,d], [a], [}, [/]) |,
(v, sk) = (VaTdVedf ; [T,—~——w,—w,vp,14],[al, [d], [e], [f]) ,
(v, sk) = (YaddVedf ; [T, ~—w, ], [w], ], [a], [d], [e], [f])
(v, sk) = Ide([-——v] = [T])
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avec Vyrai de Tacine

(v]d := vrai][a := vrail, {(f — f(vrai))})
= (Veﬂf ; [T, -, o, Vg, Vg, d, a]a [6], [f])

et Viaux de racine

(v]d := vrai][a := faux], {(f — f(faux))})
= (Veﬂf ; [T, —=-w, Y, Vg, Uy, d, ﬁa]’ [6], [f])

Nous obtenons, & l'instar du théoréme [ et de la correction et complétude du systéme
Sqpr enrichi, la correction et complétude pour le systeme Sgg pp comme corollaire (cf.
Démonstrations, lemme B9 ; ce résultat est plus fort que les deux précédents puisque non
seulement il décide du probleme de validité mais il permet de construire un modele QBF
pour toute QBF prénexe close valide.

1.5 Algorithmique des QBF

L’algorithmique des QBF s’appuient principalement sur des regles de simplification is-
sues des équivalences préservant les modeles propositionnels (cf. § [L3]) et des [Equivalenced
logiqued propositionnelles, et pour le traitement des quantificateurs sur les deux équi-
valences suivantes qui étendent la sémantique attendue (F' et G deux QBF, z et y deux
symboles propositionnels, y ayant une occurrence libre dans G) :

[y — @z F)I(G) = [y — (v < TIF)V[z — L](F)](G) (1.1)
et
[y = (Vo F)|(G) = [y — ([v < TIF)A[z — L](F)](G) (1.2)

et qui expriment qu’'un quelconque quantificateur peut étre éliminé par son expansion,
respectivement, soit existentielle, soit universelle. La formule F' (et ses quantificateurs)
est dupliquée et les symboles propositionnels associés a ses quantificateurs doivent étre
renommés dans une des deux parties de la nouvelle formule si elle doit étre mise sous
forme prénexe.

Deux versions radicales s’offrent a4 nous : la version « algorithme de recherche » qui
applique les équivalences du quantificateur le plus externe vers le plus interne (ou encore
« expansion top-down ») et la version « élimination de quantificateurs » qui applique les
équivalences du quantificateur le plus interne vers le plus externe (ou encore « expansion
bottom-up »).

Le probleme de décision pour les QBF est complet pour la classe de complexité
[PSPACE] ce qui signifie que 'espace nécessaire pour résoudre une QBF est au pire des
cas polynomial par rapport a la taille de la QBF. A moins que P = NP, il n’existe pas
d’algorithme polynomial en temps par rapport a la taille d’'une QBF quelconque pour
décider de la validité celle-ci [172), 8S].
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Algorithme 2 recherche_prenexe
Entrée: Q@ : le lieur d’'une QBF
Entrée: M : la matrice d’'une QBF
Sortie: une valuation fonctionnelle d’'un modele QBF ou non_valide
si Q = gz alors
si ¢ = 3 alors
selon M faire
cas T : retourner {(z — vrai)}
cas | : retourner non_valide
cas z: retourner {(z — vrai)}
cas —z: retourner {(z — faux)}
fin selon
sinon
si M = T alors
retourner ()
sinon
retourner non-valide
fin si
fin si
sinon
Q= qz@Q’
71 = recherche_prenexe(Q’, [x — T](M))
si 7! = non_valide alors
si ¢ = 3 alors
7t = recherche_prenexe(Q’', [z «— L](M))
si 7t = non_valide alors retourner non_valide
sinon retourner {(z — faux)} Ur* fin si
sinon
retourner non_valide
fin si
sinon
si ¢ = d alors
retourner {(z — vrai)}lUr'
sinon
7t = recherche_prenexe(Q', [z — L](M))
si 71 = non_valide alors
retourner non_valide
sinon
retourner {(y+— 9) | g(vrai)=¢",9" € n', g(faux) =+, 9+ € vt}
fin si
fin si
fin si
fin si
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1.5.1 Recherche pour les QBF prénexes

Nous nous focalisons pour 'algorithme de recherche sur le cas des QBF prénexes closes
car elles seront au coeur des chapitres suivants. La QBF G dans les équivalences ci-dessus
est réduite a y et le caractere PSPACE est assuré par une pile de [refour-arrierd qui
stocke 1'état de [x «— L|(F) pendant que [x «— T|(F) est traité. L’algorithme [5T]
recherche_prenexe réalise cette recherche avec (3x F) = QM et calcule une valuation
fonctionnelle d’un modele QBF, la pile de retour-arriere étant implicite : si le lieur est
réduit & un unique quantificateur associé a un symbole propositionnel alors si c’est un
quantificateur existentiel quatre cas sont possibles, correspondant dans 'ordre de ’algo-
rithme & : 32T = T alors, arbitrairement, la valuation fonctionnelle {(z — wvrai)} est
retournéeﬂ dx L = 1 alors non_valide est retourné, dzx = T alors I'unique valuation fonc-
tionnelle {(z — wvrai)} est retournée et Ix—z = T alors 'unique valuation fonctionnelle
{(z — faux)} est retournée, sinon le quantificateur est universel alors si M = T alors
VYeM = T et la valuation fonctionnelle vide est retournée sinon Veax = Ve—x =Voel = L
et non_valide est retourné; s’il y a plus d’un quantificateur, puisque l’algorithme est un
algorithme de recherche, le quantificateur le plus externe est considéré en premier, si ce
quantificateur est existentiel alors si un des deux appels récursifs pour la substitution par T
(resp. par L) sur le symbole propositionnel x retourne un résultat différent de non_valide
(la valuation fonctionnelle 7T, resp. 7+) alors la QBF est valide et la valuation fonction-
nelle {(z + vrai)} Un', resp. {(z — faux)} U+ est retournée, si le quantificateur est
universel alors si au moins un des appels récursifs pour les substitutions par T ou L pour
le symbole propositionnel x retourne non_valide alors la QBF est non-valide et non_valide
est retourné sinon la QBF est valide et la valuation fonctionnelle sk telle que pour chaque
symbole propositionnel y, (y — ') € 77, (y +— §+) € 71, (y = ) € sk, g(vrai) = §' et
§j(faux) = ¢+, est retournée.

Dans l'algorithme, il est supposé que la substitution par T ou L s’accompagne de
simplifications qui les éliminent. Le cas d’arrét peut étre simplifié en considérant que
la récursivité s’arréte sur un lieur vide, dans ce cas ’algorithme retourne la valuation
fonctionnelle vide, si la matrice M est égal & T et non_valide sinon.

Dans le cas de QBF prénexes dont la matrice est sous FNC, [x « L](F) revient a oter
toutes les clauses contenant -z et dter les occurrences de x restantes ; [ < T](F') revient
a oter toutes les clauses contenant x et 6ter les occurrences de -z restantes dans la formule ;
I’algorithme QDLL, extension pour les QBF de I’algorithme de[Davis, Logemann et Loveland
qui est « la » procédure de décision pour le probleme SAT pour des formules proposition-
nelles sous FNC, adjoint & I'algorithme de recherche la [propagation de clauses unitaires et
la [propagation de litteraur monotones,

1.5.2 Elimination de quantificateurs pour des QBF prénexes sous FNC

Nous nous focalisons pour ’algorithme d’élimination des quantificateurs sur le cas des
QBF prénexes closes sous FNC car elles rendent ’algorithme plus aisé a présenter. La QBF

"deux modeles QBF sont possibles : 'un de valuation fonctionnelle {(x + vrai)} et lautre, {(z —
faux)}
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G dans les équivalences ([[LT) et (L2)) est réduite & Qy et la QBF F & gz M pour une QBF
prénexe close QqrM. Si nous considérons la matrice M sous FNC et que M, représente
I’ensemble des clauses de M contenant le symbole propositionnel z sous sa forme de littéral
positif, M_ représente ’ensemble des clauses de M contenant x sous sa forme de littéral
négatif et M’ représente I’ensemble des clauses de M ne contenant pas x alors M peut
étre réécrite en ((xVMi)A(—zVM_)AM') et (cf. Démonstrations, lemme B)

QIz((xVM A (—2VM_IAM') = Q((M_VM)AM')

et
QVz((xVM)A(—~2VM_)AM') = Q((M_AM)AM").

Il est particulierement remarquable que Q((M_VM,)AM') ne soit plus, en général,

sous FNC et nécessite 1'utilisation de la distributivité (FV(GAH)) 024 (FVG)N(FVH))
pour obtenir une FNC induisant une croissance exponentielle dans le pire des cas de la
taille de la QBF (le probléme demeure PSP AC E-complet mais I'algorithme, lui, n’est pas
polynomial en espace) ; tandis que la QBF Q((M_AMy)AM’) est sous FNC.

L’algorithme elimination_prenexe_F’NC réalise cette élimination de quantifica-
teurs par l'appel elimination_prenexe_ FNC(Q, M) pour une QBF prénexe close sous
FNC QM. La fonction fnc prend en entrée une formule propositionnelle et en calcule
une FNC par la méthode « académique » (la méthode par « renommage de formules » ne
pouvant étre appliquée pour une question de terminaison).

Cet algorithme est I'extension pour les QBF prénexes de I’algorithme de[Dawis ef Pufnaml
qui est une procédure de décision pour le probleme SAT pour des formules proposition-
nelles sous FNC : seul le cas pour le quantificateur universel y est adjoint.

Algorithme 3 elimination_prenexe_ FNC
Entrée: Q : le lieur d’'une QBF sous FNC
Entrée: M : la matrice d’'une QBF sous FNC
Sortie: wvalide ou non_valide
si @ = ¢ alors
si M = T alors retourner valide sinon retourner non_valide
sinon
Q=0Qq
M = (VM)A (—xVM_)AM")
si ¢ = 3 alors
retourner elimination_prenexze FNC(Q', (fne((M_VMy))AM'))
sinon
retourner elimination_prenexe FNC(Q', (M_ANMy)AM'))
fin si
fin si
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1.5.3 Certificat pour le probleme de validité des QBF prénexes

Il y a loin de la coupe aux levres entre lalgorithme correct (et complet) pour le
probleme de validité, quel qu’il soit, et une implantation introduisant de nombreuses op-
timisations ; les compétitions mettant en concurrence des implantations de procédures de
décision pour le probleme de validité des QBF montrent des désaccords sur certaines in-
stances [152), 153]. Un certificat est une information qui permet de certifier a posteriori
que la preuve de validité ou de non-validité est correcte. Dans le cas du probleme [SAT],
I'information construite au fur et a mesure de la preuve qui certifie de la satisfiabilité
d’une formule propositionnelle peut étre un [modeld propositionnel et de 1finsatisfiabilitd,
une réfutation dans le cadre de la [résolufion Dans le cas du probleme de validité des QBF
prénexes, la non-validité peut étre certifiée par la construction d’une réfutation gréace a la
[@-résolution]; la validité peut 1'étre soit par un modele QBF représenté explicitement par
une soit par un ensemble de modeles QBF implicitement calculé par 1’exécution
et représenté par un sat-certificat [25], soit par des formalismes reflétant le fonctionnement
opérationnel ad hoc & des procédures de décision spécifiques [T1§].

Un sat-certificat pour une QBF prénexe QM , avec y1, ..., y, ses symboles proposition-
nels existentiellement quantifiés, est une séquence de paires de formules (¢1,v1);...; (¢p, Vp),
¢; et v; associées au symbole propositionnel y; et définies sur les symboles propositionnels
universellement quantifiés de QM précédant dans le lieur le symbole y;, 1 < i < p. Cela
est défini dans [25] seulement pour des QBF sous FNC avec des séquences de paires de
[BDI] Un sat-certificat est consistant si pour tout 7, 1 < i < p, (¢;Av;) = L. Si un sat-
certificat est consistant alors ¢1;...;¢, et —vq;...; 7w, sont deux séquences de formules
associées aux fonctions de la composante fonctionnelle de deux ensembles de modeles
QBF de la QBF certifiée (et pas nécessairement les mémes). Pour certifier de la validité
d’une QBF sous FNC QM avec un sat-certificat (¢1,v1);...; (¢p,vp), il suffit de vérifier
si [nx1 — v]lzr — 1] [nxp — )z, — ¢p](M) est une [faufologid; si la vérification
échoue alors soit la QBF est non-valide soit le sat-certificat est incorrect ; réciproquement,
si la vérification est un succes alors la QBF est valide et le sat-certificat encode un en-
semble de modeles QBF. Bien que le sat-certificat soit une notion opérationnelle, elle est
indépendante de la procédure de décision et n’est pas lié a la représentation de la QBF
mais seulement a sa sémantique; présentée dans le cas des QBF sous FNC et pour la
[skolémisation proposilionnelld [25], nous étendons la portée aux QBF prénexes dans le cas
des algorithmes de recherche (cf § B2).
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Chapitre 2

Un panorama sur le probleme de
validité des QBF
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Chapitre 2. Un panorama sur le probleme de validité des QBF

Nous désirons dresser dans ce chapitre un panorama des travaux sur le probleme de
validité des QBF d’un point de vue de l'algorithmique séquentielle. Nous concluons ce
chapitre par un état de I’art de ’algorithmique parallele pour le probléme de validité des
QBF et établissons le lien en conclusion générale avec les travaux de these de Benoit
Da Mota. Le but de ’ensemble des [procédures de déecision| décrites dans cette étude est
d’échapper, autant que faire se peut, au caractere exponentiel de ce probleme. Pourquoi
autant d’effort et ne pas s’abandonner a la « loi de Moore » qui prophétise que le nombre
de transistors par circuit de méme taille double tous les dix-huit mois ? « Si le programme
consomme une ressource de taille exponentielle selon la taille de la tache, O(k™), alors pour
chaque doublement des ressources accessibles, le gain n’est qu’en (In2/Ink) mots (...)
traitables. » [I41] Ainsi la recherche algorithmique a de belles heures devant elle; mais
pourquoi ne pas se concentrer sur le probleme [SAT] et ramener le probléme de validité des
QBF prénexe a celui-ci par une utilisation de la sémantique des quantificateurs universels
jusqu’a leur élimination complete ? Ce processus est malheureusement exponentiel dans
le pire des cas ce qui est conforme a l'esprit de la [hiérarchie polynomiald et a 1'idée que
plus la QBF est dans un fragment avec une grande alternance de quantificateurs plus le
probleme de validité qui lui est associé est complexe.

Nous proposons une tentative de « phylogénie » qui nous parait nécessaire pour remet-
tre en perspective 'ensemble des travaux présentés dans les chapitres suivants. Elle est
aussi utile pour qui voudrait avoir une idée des outils théoriques dont il dispose pour définir
une procédure de décision pour le probleme de validité des QBF et qu’il doit implanter
pour développer un systeme efficace. Pour se faire nous allons définir un code génétique tres
élémentaire des différentes procédures de décision. Dans la seconde partie, le « Glossaire
des formules booléennes quantifiées », ce code génétique marquera chaque procédure de
décision. Nombre des techniques qui nous permettront de dépeindre le décor sont compa-
tibles entre-elles et une hiérarchisation est un exercice périlleux. Nous proposons six genes
que nous décrirons dans 'ordre décroissant du caractere, de notre point de vue, fonda-
mental pour les classer. Cela ne signifie pas que les derniers génes présentés nous semblent
moins importants, bien au contraire comme en témoigne les themes des différents chapitres
abordés, mais cet ordre d’introduction des caractéristiques des procédures de décision per-
met une classification « naturelle » en ce qu’il offre une grille de lecture qui nous apparait
adaptée a la compréhension du domaine. Nous introduisons aussi trois « especes » de
procédures de décision qui possedent non seulement les six genes communs mais aussi des
genes propres. La forme générique du génome et ’ensemble des alleles sont rassemblés
dans la table 2.1.

Nous intégrons dans notre étude les procédures suivantes classées chronologiquement :
[120], EvaTuate [46], decide [187], ISULVE [84], 103, 307, [1°76],
Quaffle [230, 228, QUBOY [17], WalkUsSAT [95], [36], QMRES [171], @BDD [I1],
19%), CLeazal [97], EKizzal (23], 5=UER (192, [PREZ 9], E<Is0 [193). mpro) (79,
[QTest [227], Duaffld [T90], [28], QuBIS[181], Nenofex [136], EIGsolve [175] ainsi
que [TT2]. Toutes ces procédures font 1'objet d’articles plus ou moins détaillés
dans le glossaire. D’autres procédures existent mais elles ne sont pas décrites suffisam-
ment dans la littérature pour étre intégrées dans cette étude [I52, [153]. La procédure de
décision [EQMHE [IR0] échappe résolument a cette étude puisque c’est une « meta »-procédure
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Nom de la procédure

Procédure : Complezité :
Incomplet PSPACE
Décision NP/co— NP
Sémantique Complexité En entrée :
ou symbolique : réelle en espace : FNC (prénexe)
Sémantique Polynomial en espace FNC/FND (prénexe)
Symbolique Exponentiel en espace FNN (prénexe)
QBF (prénexe)
Une des trois espéces ci-dessous et les genes qui lui sont propres

Monolithique

Elimination des existentielles :
J-expansion |

J-backtrack

J-backjumping

J-learning

J-expansionT

Eliminationdes universelles :
V-expansion |

V-backtrack

V-backjumping

V-expansion|

Abstract Branching

Représentation interne :
Les alleles en entrée plus
FNCA (prénexe)

DAG

Traitement des connecteurs :
Résolution

Multi-résolution

Elimination des connecteurs
Propagation unitaire

Hyper résolution binaire
Littéraux monotones
Réduction universelle
Elimination des littéraux unitaires
Propagation don’t care
Simplification T et L
Propagation

A Oracle

Transformation

Complezxité de l'oracle :

NP

co— NP

Utilisation de loracle :
Simplification
Agrégation

Technique :
J-expansion
V-expansion
Skolémisation
Langage :
SAT

ASP
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Chapitre 2. Un panorama sur le probleme de validité des QBF

qui fait appel a différentes procédures présentées ci-dessous en choisissant, par une (série
d’)heuristique(s), celle considérée comme la mieux adaptée.

2.1 Six génes communs

Premier géne. Le premier gene détermine si la procédure considérée est bien une
procédure de décision ; le probleme étant décidable, il est évident qu’il est préférable qu’il en
soit ainsi. Néanmoins, et sous les hypotheses que [P Z N Pet que la[hiérarchie_polynomiald
ne s’effondre pas sur elle-méme & partir d’un certain niveau [88], la complexité exponen-
tielle inhérente au test de validité d’'une QBF rend illusoire la recherche d’une procédure
de décision efficace ; cette voie est pourtant celle choisie par la majeure partie de la com-
munauté, le theme premier de ce chapitre et plus ou moins celui de cet ouvrage; nous
marquons ce gene de ’allele « Décision ». Une autre voie est possible : celle des procédures
incomplétes ; nous marquons ce gene de lallele « Incomplet » ; elles peuvent 'étre de deux
manieres : en posant des hypotheses sur lesquelles la procédure ne revient pas ou en ne
parcourant qu’une partie de ’espace de recherche de maniere « aléatoire ». Le premier cas
releve typiquement des méthodes « gloutonnes » qui font des choix sur les valeurs des exis-
tentielles et s’y tiennent. Lorsqu’une telle procédure termine sur un échec, seul subsiste le
constat que aucune solution n’a été mise en exergue ; la non-validité, dans le cas des QBF,
n’est donc pas décidée. Le second cas releve des méthodes stochastiques et a été exploré
avec succes pour le probleme SAT, pour la [programmation par ensembles réponsed [92][1
pour la logique des défauts de Reiter [I84]H. La encore, lorsqu'une procédure stochas-
tique termine sur un échec, seul subsiste le constat que aucune solution n’a été mise en
exergue; la non-validité, dans le cas des QBF, n’est donc pas plus décidée. Seules trois
procédures appliquent des méthodes incompletes pour des QBF d’une complexité quel-
conque : la procédure WaIkQSAT] [95] qui est basée sur la recherche stochastique locale selon
lalgorithme WalkSAT [200] et I'instance [T4] pour la recherche locale du schéma
qui fait coopérer un générateur de modeles propositionnels sur le probléeme SAT
et un constructeur de modeles QBF (la procédure décrite dans [I15] est une recherche
locale uniquement pour le fragment des QBF prénexes de lieur V3). Pour une méthode
stochastique devant évaluer un modele QBF potentiel, telle que WalkQSAT, la difficulté est
que ce test est fco = NP-compled (cf. § [LZ2) alors que pour la procédure WalkSAT celui-ci
est polynomial en temps.

Deuxiéme géne. Le deuxiéme geéne détermine si la procédure est complete vis-a-vis des
QBF et de la classe de complexité [PSPACH] : toute QBF peut étre traitée, au besoin

'aussi de complexité N'P-complet [TZ43] lorsqu’il s’agit du calcul du [modele stabld [1], auteur ayant
participé activement & lexploration de ce domaine [[62, [I65, [[66] dans le cadre de l'optimisation par
colonies de fourmis [39]

2de complexité X5-complet [ITT], auteur ayant aussi participé activement & 'exploration de ce domaine
dans [216, 06T, 160} [M59) [M63], [[64] dans le cadre de lalgorithmique génétique [I47]), en combinaison avec
de la recherche locale via la recherche tabou [[I0] dans [T59] [[63} [[64] et enfin dans [162, [[64] dans le cadre
de 'optimisation par colonies de fourmis
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2.1 Six génes communs

a travers une série de transformations qui préservent la validité. Bien que cette ques-
tion ne soit pas uniquement lié & une question de syntaxe, les classes de complexité sont
caractérisées par des fragments syntaxiques De fait, certains fragments syntax-
iques ont été identifiés comme ayant une complexité moindre, les plus évidents de ces
fragments étant le fragment des QBF sans symbole propositionnel dont la complexité
vis-a-vis du probleme de validité est dans la classe [P (polynomiale en temps), le frag-
ment des QBF uniquement existentiellement quantifiées (qui ne sont autres que
des instances du probleme SAT) qui est et le fragment des QBF prénexes
uniquement universellement quantifiées (qui ne sont autres que des instances du probléme
[TATT) qui est co — N'P-complet. Nous marquons donc ce geéne par des alleles se rap-
portant aux grandes classes de complexité : « PSPACE », « P », « NP » et « co —
NP ». Au-dela de ces fragments triviaux, certains ont été simplement caractérisés [123]
et d’autres ont été plus algorithmiquement traités. C’est le cas, en particulier, des QBF
sous [forme normale_conjonctivd dont les [claused contiennent au plus deux littéraux : un
algorithme décide de ce fragment linéairement en temps [4]. C’est aussi le cas des QBF re-
streintes aux [clauses de Hornl A5, 57, [129]. Enfin, c’est aussi le cas, selon des syntaxes pro-
pres, pour les procédures de décision ou non, qui traitent les logiques non-monotones [T11].

Troisieme géne. Le troisieme gene détermine si la procédure est basée directement sur
la définition de la sémantique (allele « Sémantique ») ou sur une manipulation symbo-
lique (allele « Symbolique »). Ce dernier alléle se réfere a la théorie de la preuve dont de
nombreux systémes syntaxiques sont issus pour la [logigue propositionnelld comme pour
la [logique_des prédicatd (voir [86] pour de nombreux exemples) : un systéme syntaxique
démontré [correcd et [compled] vis-a-vis de la sémantique des QBF ; mais pas seulement : la
théorie des graphes peut entrer en jeu comme le démontre ’algorithme pour les 2QBF [H].

Quatrieme géne. Le quatriéme gene détermine si la procédure conserve la complexité
polynomiale en espace (allele « Polynomial en espace ») ce qui correspond a rester dans la
classe de complexité du probleme évoqué ou si elle a recours & un mécanisme nécessitant
un espace de taille exponentielle dans le pire des cas (allele « Exponentiel en espace »).
Certaines techniques d’optimisation transforment une procédure de décision de complexité
polynomiale en espace en une procédure de décision exponentielle en espace si elles ne sont
pas bridées ; nous ne prendrons pas en compte ces optimisations dans la détermination de
ce gene mais uniquement la complexité en espace de la procédure initiale.

Cinquieéme géne. Le cinquieme gene détermine quel fragment syntaxique est en entrée
de la procédure. Ce fragment est d’importance car suffisamment (ou trop) restreint, il peut
réduire la puissance de la procédure a ne traiter que des niveaux de classes de complexité
fixés de la hiérarchie polynomiale, c’est le cas en particulier des procédures uniquement
dédiées au probleme SAT, au probleme TAUT et aux formalismes des logiques non-
monotones (selon des syntaxes ad hoc) mais aussi des 2QBF déja évoquées et des QBF
prénexes dont la matrice est formée de clauses de Horn. Il est aussi d’importance car
il détermine les propriétés des opérateurs permettant de réduire ’espace de recherche.
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Chapitre 2. Un panorama sur le probleme de validité des QBF

En outre, méme si le fragment est complet, la conversion d’'une QBF, en un fragment
restrictif sur la portée des quantificateurs ou sur l’ensemble des connecteurs, peut en
détruire la structure et faire perdre de nombreuses informations utiles comme nous en
donnons une illustration au chapitre [, ou étre tout simplement inadapté. Ce constat est
particuliérement vrai pour les hégémoniques QBF sous FNC prénexes qui est le fragment le
plus étudié et que nous avons déja présenté dans le chapitre[ll (allele « FNC prénexe »). La
perte de structure est due a la [disfribufiuitd, si elle est utilisée, qui la dissout completement,
alafmise sous forme prénexdet al’élimination des bi-implications et des ou-exclusifs ; nous
revenons au chapitre [l sur ces effets déléteres. Mais ce qui disqualifie le plus le fragment
FNC est son inadaptation a la symétrie existentiel/universel qui se reflete dans le couple
FNC/IENI] La porte est donc ouverte aux fragments FNC/FND (allele « FNC/FND ») et
en [forme normale négalivd (allele « FNN ») qui préservent la symétrie. Le dernier allele
« QBF » de ce gene fait référence au langage des QBF tout entier, en particulier, en
intégrant la bi-implication et le ou-exclusif.

Sixieéme geéne. Le sixiéme géne détermine : si le principe méme de la procédure se suffit a
lui-méme (allele « Monolithique ») ; si la procédure fait appel a un [oracld pour résoudre des
sous-problemes de complexité moindre (allele « A Oracle ») ; si la procédure fait appel & une
transformation radicale vers un autre formalisme de décision (allele « Transformation »).
Ce sixieme gene est capital puisqu’il partitionne en trois grandes « especes » les procédures
de décision que nous dénommons par leurs alleles et qui disposent de leurs genes propres.

2.2 Trois especes

2.2.1 L’espece « A Oracle »

Les procédures de décision relevant de ’espece « A Oracle » reviennent lesprit de
la définition méme de la [hzérarchie polynomiald en utilisant un oracle pour résoudre un
probleme de complexité plus faible.

Premier géne propre a l’espece « A Oracle ». Le premier gene propre a l’espece
« A Oracle » est donc le niveau de complexité de 'oracle dans la hiérarchie polynomiale et
possede les mémes alleles que le deuxieéme géne. L’oracle fait un « peu plus » que décider : il
rend soit un modele propositionnel dans le cas du schéma des procédures (13, 4]
soit ’ensemble des modeles propositionnels dans le cas de la procédure [76).

Second geéne propre a ’espéce « A Oracle ». Le second gene propre a ’espece « A
Oracle » exprime la maniere dont le résultat de 'oracle est exploité. La premiere approche
(allele « Simplification ») réalise élimination d’un ensemble de quantificateurs d’une sous-
formule en calculant une formule propositionnelle équivalente au sens de la préservation
des modeles propositionnels et construite sur les symboles propositionnels libres de la
sous-formule pour réinsérer le résultat a la place de la sous-formule et itérer. C’est I'ap-
proche adoptée par la procédure de décision QSAT avec un oracle qui calcule a partir d’une
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sous-formule existentiellement quantifiée contenant des symboles propositionnels libres
une forme normale disjonctive équivalente. La seconde approche (allele « Agrégation »)
utilise 'oracle comme un générateur de modeles pour des problemes de complexité moin-
dre et tente alors de les agréger pour construire (ou mettre en évidence 'existence d’) un
modele QBF. C’est I'approche adoptée par le schémaﬁ de procédures QBDD (X) qui utilise
un générateur de modeles propositionnels pour les agréger en un modele QBF construit
sous la forme d’un [BDI; ce schéma se décline en deux instances : 1'une sous la forme
d’une procédure de décision avec pour générateur un entrelacé avec la
construction du BDD et 'autre sous la forme d’une procédure incomplete, au sens du
premier gene, avec pour générateur une recherche locale.

2.2.2 L’espece « Transformation »

L’espece « Transformation » utilise une transformation qui doit étre démontrée correcte
et complete vers un autre formalisme qui est, lui, exécuté pour décider.

Premier géne propre a l’espece « Transformation ». Le premier gene propre a
I’espece « Transformation » détermine qu’elle transformation est utilisée. La premiere idée
qui vient a I'esprit est d’utiliser, pour une QBF prénexe, la sémantique du quantificateur
existentiel et de décider de la validité d’'une QBF ne contenant uniquement des quantifi-
cateurs universels (c’est-a-dire décider d’un probleme TAUT, allele « J-expansion ») ou
de maniere duale, d’utiliser la sémantique du quantificateur universel et de décider de
la validité d’une QBF contenant uniquement des quantificateurs existentiels (c’est-a-dire
décider d’un probleme SAT, alléle « V-expansion »). Mais la principale transformation est
la [sEolémisafzon] qui élimine d’'une QBF prénexe les quantificateurs existentiels (ou uni-
versels) au profit de symboles de fonction ; c’est le cas de EKizzd et de la transformation
proposée au chapitre Bl

Second géne propre a l’espece « Transformation ». Le second gene propre a
I’espece « Transformation » spécifie le langage vers lequel la QBF est transformée et par
conséquent le type de procédure de décision qui permet in fine de décider. C’est vers
SAT que la procédure sKizzo transforme une QBF tandis que nous proposons dans le
chapitre B de transformer vers un programme [ASPl; ces deux transformations utilisent la
Iskoléemisation propositionnelld et transforment, par un encodage exponentiel, la QBF, sous
FNC pour sKizzo et sous forme prénexe mais de matrice quelconque pour notre approche,
en un probléme relevant de la complexité NP-complet.

2.2.3 L’espece « Monolithique »

La majeure partie des procédures de décision pour le probleme de validité des QBF
sont des membres de I’espece « Monolithique », qui contient aussi les procédures qui font
appel pour terminer le calcul & une procédure pour les problemes SAT ou TAUT mais
uniquement pour des raisons d’efficacité et non pour des raisons conceptuelles.

3« schéma » car P'oracle peut varier dans sa maniére de calculer
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Chapitre 2. Un panorama sur le probleme de validité des QBF

Premier gene propre a 1’espéce « Monolithique ». Le premier gene propre a
I’espece « Monolithique » détermine la maniére dont est manipulée la QBF en interne.
Les premiers travaux sur les QBF se sont algorithmiquement concentrés sur le fragment
FNC prénexe [120}, @7, [I87] par extension des travaux similaires sur le probleme SAT (la
procédure de décision decide [IR7] a été implantée a partir du systeme sat0 [I33] tandis
que la procédure de décision QUBE [I03] a été implantée a partir du systeme SIM [T00]).
Le fragment FNC a été tres étudié, pour le probleme SAT, car il est simple a mettre en
ceuvre mais surtout parce qu’il a d’excellentes propriétés : en premier lieu, comme conjonc-
tion, il permet d’expliciter une collection de connaissances ; en second lieu, la détection de
1insatisfiabilitd est localisée a lalclausd ce qui favorise les procédures de recherche. D’autres
bonnes propriétés vis-a-vis du probleme SAT seront explicitées ci-dessous lorsque nous
traiterons du [refour-arrierd, propriétés qui s’étendent en partie au traitement des sym-
boles propositionnels existentiellement quantifiés des QBF puisque le probleme SAT n’est
autre que le probleme de validité mais pour des QBF prénexes uniquement existentielle-
ment quantifiées. De maniere duale, ces excellentes propriétés peuvent se retrouver pour
le traitement des symboles propositionnels universellement quantifiés mais pour des QBF
sous [forme normale disjonctivd (FND) ; ainsi le fragment FNC peut étre augmenté, en
interne & la procédure, soit & un fragment [ENCA] [230] qui ne rajoute des [cubed que lors
du processus de calcul (allele « FNCA »), soit & un fragment FNC/FND [227] (allele
« FNC/FND »). Mais plus largement, le fragment des QBF sous [forme normale négalivd
peut étre utilisé (allele « FNN ») [I36], B0, [17] ; & instar du fragment FNC, dont il partage
Palgorithme de mise sous forme normale & 1’exclusion de la distributivité permettant ainsi
de conserver une croissance polynomiale de la formule (de plus, il est complet et facile a
mettre en ceuvre). Lorsque le fragment en entrée est prénexe, les quantificateurs peuvent
étre replacés au plus pres des occurrences de leurs symboles propositionnels associés dans
un processus inverse a la [mise sous Jorme prénexd : le [miniscoping [17]. L’objectif de ce
processus est de diminuer I’espace de recherche en retrouvant (ou mettant en évidence) un
lieur non linéaire (un [arbre_de_quantificaleurs) pour lequel les dépendances sont moindre.
Provenant du domaine de la représentation des circuits booléens, d’autres représentations
ont été investiguées autour des[graphes acycliques orientéd (allele « DAG ») : les procédures
[ZGSET] et [@=PREZ operent sur les ZBDT qui sont utilisés pour représenter de manieére com-
pacte des ensembles de [claused; 1a procédure EIGsoTvel opérant sur les [AIG, la procédure
[@BDD] opérant sur les[BDT) et la procédure CIzQit opérant sur une représentation de circuit
logique, elles recherchent principalement le partage des sous-circuits.

Deuxiéme geéne propre a l’espéce « Monolithique ». Le deuxiéme gene propre
a l'espece « Monolithique » détermine la maniére dont sont éliminés les quantificateurs.
Toutes les procédures de décision n’ont pas recours a I’élimination des quantificateurs :
dans le cas des QBF prénexes, et par des transformations qui préserve la validité, la
preuve de 'insatisfiabilité de la matrice est suffisante pour démontrer la non-validité de la
QBF; la [T20] en est le meilleur exemple : le quantificateur disparait car le
symbole propositionnel associé n’a plus d’occurrence dans la matrice. L’idée premiere d’'une
élimination de quantificateurs est d’appliquer simplement la sémantique du quantificateur
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par son expansion, qu’il soit le plus externe (top-down, alleles « F-expansion| » et « V-
expansion| ») ou le plus interne (bottom-up, alleles « 3-expansion] » et « V-expansion] »).

Le test de validité d’'une QBF prénexe, dans le cas de I’élimination du quantificateur le
plus externe, est donc basé sur ’algorithme 2 de recherche du chapitre[ll qui revient & tester
récursivement la validité de deux nouvelles QBF prénexes structurellement identiques et
ne variant que sur la substitution par une constante du symbole propositionnel associé au
quantificateur éliminé. En ’absence de machine indéterministe et pour préserver le car-
actere [PSPACTE] un mécanisme de [cefour-arrierd (ou « backtracking »), souvent implanté
sous la forme d’une pile de points de choix (entre la substitution d’un symbole proposition-
nel par T ou par L) sur lesquels 1’algorithme devra revenir (en cas d’échec pour le quan-
tificateur existentiel et de succes pour le quantificateur universel), assure que la procédure
reste polynomiale en espace [A8] ; ce mécanisme est reflété par deux alleles (« 3-backtrack »
et « V-backtrack ») pour ce retour-arriere dit « chronologique ». La procédure de décision
basée sur celle de[Davis, Logemann_et Loveland (« le » DLIH) [68] et dont s’inspirent
une bonne part des procédures de décision pour QBF, a donc pour allele la combinaison
« J-backtrack » et « V-backtrack ». Le retour-arriere, qui est simple a mettre en ceuvre,
fait reparcourir des parties de ’espace de recherche inutilement, ce qui peut étre en partie
évité par une analyse des raisons de ’échec, dans le cas existentiel, et du succes, dans le cas
universel. Les techniques de |retour-arriere intelligend réalisent cette analyse pour mettre
en lumiere les symboles propositionnels sur lesquels il est inutile de revenir et les informa-
tions calculées qui ne seront pas remises en cause par le retour-arriere. La technique du
(ou « conflict-directed backtracking » pour le probleme SAT [T44]) met en
ceuvre cette analyse pour « sauter » dans la pile des points de choix ceux qui se révéleront,
de toute maniere, inutiles. Dans le cas d’un échec, ces points de choix font références aux
symboles existentiellement quantifiés qui ne modifierons pas cet échec (« conflict directed
backjumping » ou « dependency-directed backtracking for false subproblems » [I30], allele
« 3-backjumping ») tandis que, dans le cas d’un succes, ces points de choix font références
aux symboles universellement quantifiés qui ne modifierons pas ce succes (« solution di-
rected backjumping » ou « dependency-directed backtracking for true subproblems » [130],
allele « V-backjumping »). Le backjumping ne retient du travail effectué sur les symboles
propositionnels entre la constatation de ’échec, dans le cas existentiel, ou du succes, dans
le cas universel, et le point de choix dépilé que ceux qui y ont participés. Le backjumping
n’est que la manifestation algorithmique de la permutabilité a 'intérieur du systéeme de
preuve sous-jacent a la procédure de décision [R0]. Les techniques de retour-arriére intel-
ligent s’appuient en fait sur l{appreniissage_de lemmd (introduit pour le probleme SAT
sous le terme de « conflict-based equivalence » [144]) dont le backjumping n’est qu'un
avatar élémentaire. La problématique de la construction d’un lemme est indépendante de
la notion de retour-arriere mais dans le cadre de la définition des procédures de décision
pour le probleme de validité, elle se confine & s’intégrer au retour-arriere intelligent. Un
lemme prend la forme d’une [clausd dans le cas d’un échec pour ne pas revenir inutilement
sur un point de choix généré par l'expansion d’un quantificateur existentiel (« conflict
learning », allele « 3-learning ») et la forme d’'un dans le cas d’un succes pour ne

4ou parfois DPLL, avec un « P » pour « Putnam » de la procédure de décision Davis et Putnam
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pas revenir inutilement sur un point de choix généré par l'’expansion d’un quantificateur
universel (« solution learning », allele « V-learning »). Le risque majeur de I’application
de 'apprentissage de lemme est qu’elle peut se révéler exponentielle en espace si elle n’est
pas controlée [I30] ce qui fait quitter la complexité PSPACE a la procédure de décision
qui l'integre. L’utilisation d’un lemme dans une procédure de décision pour les QBF s’ap-
parente a l'utilisation de lafregle de la coupurd dans le [calcul des séquentd : introduire une
formule qui permet de réduire (parfois exponentiellement) le nombre d’inférences. Les
heuristiques de choix pour I’élimination du quantificateur le plus externe reprennent celles
employées dans les procédures de décision pour le probléeme S AT comme par exemple celle
qui consiste, pour le fragment FNC, a choisir le littéral le plus présent dans les plus petites
clauses [38] étendue dans QSOLVE [84] aux QBF. Mais ces heuristiques ont dans le cas QBF
moins d’impact car le choix du symbole propositionnel qui doit respecter 'ordre partiel
du lieur ne peut étre aussi libre que celui pour le cas propositionnel. L’apprentissage de
lemme élimine a posteriori les parties de I'espace de recherche assurément non-valides mais
il est possible grace a l{abstract branching de réduire cette espace a priori en étendant les
[scénarid 3 d’autres valuations pour les symboles propositionnels quantifiés universellement.

Passons maintenant a 1’élimination du quantificateur le plus interne qui correspond
a 'application du principe de Fourier-Motzkin, mis en pratique, par exemple, dans la
résolution des systémes d’inéquations linéaires [196]. L’algorithme de [Dawis el Pufnaml
(« le » DP) [69] pour le probleme SAT est basé sur cette élimination du quantificateur
existentiel le plus interne. Cette technique s’appelle aussi mulfz-résolutionl dans le cadre
du probleme SAT [B0] et du probleme QBF [I71] pour I’élimination des quantificateurs
existentiels. La multi-résolution n’est pas linéairement close mais seulement polynomi-
alement close pour le fragment FNC [83]) ; I’élimination par expansion du quantificateur
universel le plus interne est linéairement clos pour le fragment FNC. Ainsi les procédures
de décision QMRES [I71], quantor [36] et QuBIS [I8T] qui sont basées sur la multi-résolution
ne sont plus polynomiales en espace mais, dans le pire des cas, exponentielles en espace.
Le fragment FNN demeure linéairement clos pour ’expansion des quantificateurs les plus
internes ; ainsi la procédure de décision Nenofex [I36] qui étend la procédure quantor au
fragment FNN est polynomiale en espace.

Troisieme géne propre a 1’espéce « Monolithique ». Le troisieme géne propre a
I’espece « Monolithique » détermine les techniques pour la manipulation des connecteurs.
La premiere est liée a la sémantique des quantificateurs qui substitue un symbole proposi-
tionnel par T ou L : la simplification selon les[équivalences logiqued (allele « Simplification
T et L ») qui exprime les propriétés algébriques des deux constantes propositionnelles
(pour la négation, la disjonction et la conjonction : (0.7), (0.8), (0.13), (0.14), (0.15), (0.16)
et celles qui sont déductibles pour les autres opérateurs par (0.1), (0.3) et (0.30)). Associées
aux équivalences logiques : (zAF) 020 (xA[x «— T](F)) et (maAF) =4 (mzA[z — L|(F))
(z un symbole propositionnel quantifié existentiellement), elles forment, pour le fragment
FNC, la[propagation_de clauses unitaired (allele « Propagation unitaire », ¢’est-a-dire dans
le premier cas : élimination des clauses contenant z plus élimination des occurrences
de -z et dans 'autre cas : élimination des clauses contenant —x plus élimination des
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occurrences de x). De ces équivalences, s’obtient aussi une propriété plus globale pour
le fragment FNC : la [propagation de littéraux monotoned qui élimine pour les littéraux
monotones (c’est-a-dire n’apparaissant que sous une seule qui sont existentielle-
ment quantifiés les clauses qui les contiennent et pour ceux qui sont universellement
quantifiés leurs occurrences. Ces deux techniques sont directement héritées de I’algo-
rithme de [Davis, Logemann_el Loveland [68] pour le probleme SAT. L’application de
la sémantique du quantificateur universel pour une QBF sous FNC apporte aussi une
technique simple & mettre en ceuvre : la [réduction unierselld (allele « Réduction uni-
verselle ») qui élimine purement et simplement d’une clause le symbole propositionnel
associé a ce quantificateur si celui-ci est plus interne que les quantificateurs associés
aux autres symboles propositionnels de la clause. Toujours pour le fragment FNC, la
Irésolution de Robinsonl et sa restriction pour la logique propositionnelle, qui est basée
sur 1’équivalence logique ((—zVA)A(xVB)) = ((mzVA)A(xVB)A(AVB)), s’étendent aux
QBF en la [T20] (le symbole propositionnel est alors nécessairement existen-
tiellement quantifié, allele « Résolution ») dont la complexité en espace n’est pas polyno-
miale mais exponentielle sauf si elle est restreinte. LThyper résolution binaird, implantée
dans [2cIs@, qui étend la propagation de clauses unitaires est une technique qui peut se
révéler efficace surtout sous la forme d’un prétraitement [194]. Si 1’étape de résolution
est appliquée systématiquement sur le méme symbole propositionnel, le résultat est la
mulir-résolufionl (que nous avons déja commentée en tant qu’élimination de quantifi-
cateurs). D’autres techniques restées relativement peu usitées ou triviales parsement la
littérature des premieres heures sur les QBF prénexe sous FNC; sans objectif d’exhaus-
tivité, nous citons pour mémoire : llechantillonnagd, la ldétectzon des hittéraux en éched la
lfalsifiabilitc existentielle triviald la [falsifiabilite par littéraur complementaires, la |falsifia-
\balsté universelle friviald et la lwalidité unsverselle friviald Par parfaite dualité, les tech-
niques pour le fragment FNC ont leurs reflets pour le fragment FND et une méme structure
de donnée peut étre utilisé pour les deux fragments selon 'interprétation dont elle en est
faite. Cette extension FND peut-étre vide au départ et les cubes sont alors ajoutés pour
lapprentissage de lemme [104), 230] mais le probléme initial peut étre converti ab initio
par une duplication de l'information en FNC/FND [227] voire défini, dans 'esprit d’'un
jeu a deux joueurs, dans le fragment FNC pour le joueur existentiel et dans le fragment
FND pour le joueur universel [T90]. Les techniques pour le fragment FNC sont des cas
limites des propriétés algébriques des connecteurs qui peuvent s’appliquer aux QBF quel-
conques. (De méme, la propriété globale des littéraux monotones pour le fragment FNC
n’en est qu’une restriction [79].) Ainsi la propagation de clauses unitaires s’étend au frag-
ment FNN en 1éliminalion des Iifféraus unitaired globalement ou localement [79] (allele
« Elimination des littéraux unitaires ») et, plus généralement, en la propagation des pro-
priétés algébriques (allele « Propagation ») que nous aborderons dans le chapitre @l Enfin,
une technique importante lorsque les QBF quelconques sont considérées est la propagation
dite « don’t care » [220), [[12] (allele « Propagation don’t care ») qui propage l'information
dans une sous-formule selon laquelle le calcul de la valeur de vérité de celle-ci n’est plus
pertinent car il ne peut faire varier le résultat final ; cette technique se retrouve implicite-
ment dans P'utilisation des [régles d élimination_des connecteurd (allele « Elimination des
connecteurs ») issues du[calcul des séquentd qui est la base du systeme syntaxique GQBF
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de la procédure de décision gpro) [79)].

2.3 Une analyse de la population

Attribuer un génome & certaines procédures de décision est délicat, ainsi la procédure
que nous identifions comme faisant partie de I’espece « A Oracle » peut étre classée
comme faisant partie de 'espece « Monolithique » [230] puisque la procédure qui sert
d’oracle releve de la [résolufion] pour éliminer les quantificateurs : nous pensons que I'esprit
de la procédure QSAT réside plus dans sa relation a l'oracle que par la spécification de
I'oracle lui-méme.

L’entiere population des procédures de décision pour le probleme de validité des QBF
partage le soucis de réduire dynamiquement 1’espace de recherche en ne reparcourant
pas plusieurs fois le méme sous-espace. Des techniques, en prétraitement de la formule,
permettent aussi de réduire plus ou moins selon la procédure de décision qui les suit :
lors de la mise sous forme prénexe pour minimiser le nombre d’alternance du lieur [§1] ou
pour briser les symétries syntaxiques par permutation des symboles propositionnels de la

QBF [9, 10} 1A

Pour ainsi dire, tout article qui introduit une nouvelle procédure de décision pour le
probleme de validité des QBF démontre, par des exemples choisis, qu’elle améliore I’ensem-
ble des procédures de I’état de 'art. Cependant, la comparaison est délicate car la plus
grande part des exemples de référence sont des QBF sous FNC prénexes et la plus grande
part des procédures n’acceptent que celles-ci en entrée. Néanmoins, nous pouvons proposer
quelques réflexions. La figure 2.1 trace une « phylogénie » pour les procédures selon le pre-
mier géne (« Incomplet » /« Décision »), Pespéce (« A Oracle »/« Transformation »/« Mono-
lithique ») et enfin le deuxiéme géne propre a I’espéce Monolithique selon que la procédure
de décision utilise I’élimination des quantificateurs par expansion bottom-up ou top-down.

L’espece « A Oracle » est restée peu étudiée et présente des résultats peu satisfaisants,
mais nous pensons qu’elle n’a pas livrée toute sa puissance et nous y reviendrons dans la
conclusion lorsque nous dresserons quelques perspectives.

Les compétitions sur le probleme de validité des QBF ont révélé des champions différents
selon les années [I74] ; le champion de la derniere compétition [I53] qui avait déja brillé
lors des précédentes évaluations [152] est, de maniére surprenante, un membre de I'espece
« Transformation » : le systeme EKizzd [23, [27] ; mais celui-ci contient bien plus que de la
[skolémisation propositionnelld et, de part sa structure complexe, il est difficile de séparer
les mérites des différents composants.

L’espece « Monolithique » est la plus représentée car elle étend des approches tres
étudiées pour le probleme SAT. Deux sous-populations se distinguent : les systemes, tels
que qui s’appuient sur I’expansion bottom-up qui sont efficaces sur certaines
familles d’exemples structurés non aléatoires, I'ennemi ici étant l’espace puisque cette
sous-population est, pour le fragment FNC, exponentielle en espace ; les systemes, tels que

5Ces symétries peuvent aussi étre utilisées dynamiquement pour réduire I'espace de recherche [12]
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qui s’appuient sur ’expansion top-down et une pile de retour-arriére pour garantir
la polynomialité en espace, I’ennemi est alors le temps.

C’est dans cette sous-population que I'inadéquation du fragment FNC prénexe est ap-
parue le plus clairement. La mise sous forme prénexe est un processus non-déterministe
qui influence grandement l'efficacité des systemes [7§]; elle fixe un ordre total a partir
d’un ordre partiel dont les heuristiques de choix du symbole propositionnel a éliminer
sont esclaves (I'inversion des quantificateurs dans le lieur n’est pas libre comme pour le
probleme SAT); elle crée des dépendances entre quantificateurs non pertinentes faisant
croitre exponentiellement ’espace de recherche ; elle fait croitre exponentiellement la taille
de la QBF lors de la[linéarisationd; elle rend I'extraction d’une connaissance du modele dif-
ficilement exploitable du fait de la mise en relation de symboles propositionnels qui étaient
dans des sous-formules indépendantes (cf. chapitre @l pour ces deux derniers points). Pour
les systemes ayant en entrée des QBF prénexes, la solution proposée a été de constru-
ire des [arbres de quantificateurs pour tenter de recouvrer ’arborescence initiale ou mieux
en terme de [26, T09] ce qui est impossible dans le cas de la [néarisafionl
Obtenir I'ensemble des dépendances entre symboles propositionnels est [calculabld mais
malheureusement ce probléme est lui-méme [PSPACE-compled [T91]. Si les propriétés du
quantificateur existentiel dans la recherche de la validité se retrouvent dans le fragment
FNC, il n’en va pas de méme pour celles du quantificateur universel qui se retrouvent
dans le fragment FND. Les procédures efficaces actuelles qui sont basées sur I’élimination
de quantificateurs par expansion top-down possédent en interne une structure FNC/FND
ou FNN; elles integrent l'apprentissage de lemme, qui s’il n’est pas restreint, rend le
systeme exponentiel en espace ce qui rejoint la nécessité pour les procédures basées sur
I'expansion bottom-up dont ’ennemi est la ressource en espace [36] de gérer efficace-
ment la redondance de clauses ou de cubes. Pour les QBF sous FNN, ou quelconque, la
représentation sous forme d’arbre [I36] est plus aisée a implémenter que sous la forme des
[graphes acycliques orientéd tels que les [I12] ou les [AIA [I75].

Les ingrédients présents dans cette étude peuvent se marier de bien de nouvelles manieres
et des implantations plus modulaires permettraient de concevoir des chimeres mélangeant
nombre des techniques comme le fait la procédure sKizzo. Néanmoins ce n’est pas la
direction que nous avons choisi, la chronologie le montrant : que cela soit en entrée ou en
interne, le fragment FNC prénexe tend a étre abandonné. Deux options possibles avant de
ne plus former qu’une direction : ’abandon du prénexe en une structure de quantificateurs
issue du probleme initial et ’abandon du fragment FNC. Nous avons dans un premier
temps opté pour la seconde : dans le chapitre Hl nous dérivons pas a pas a partir des
propriétés algébriques du domaine des QBF prénexes une procédure de décision pour le
probleme de validité, choix motivé par ’absence de travaux sur les propriétés locales de
propagation pour des QBF (prénexes) incluant la bi-implication et le ou-exclusif; dans le
chapitre H, nous compilons les QBF prénexes en des [programmes logiques normaual grace,
comme la procédure sKizzo, a la[skolémisation propositionnelld Le chapitre @est prolongé
en conclusion par une intégration du langage complet des QBF en entrée et en interne.

La communauté QBF s’est longtemps focalisée sur le probleme de validité des QBF
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Deux procédures incompletes

WalkQSAT
QBDD(LS)

Deux procédures de décision
de 'espece A Oracle

QSAT
QBDD (DLL)

Une procédure de décision de 1'espece Transformation

Les procédures de décision

de I'espece Monolithique

et pratiquant I’expansion existentielle
et universelle bottom-up.

" _CLearn
| QSOLVE
__Evaluate
| _IQTest
|__gpro
decide
| QUBE

| Quaffle_ Duaffle
| AB

| 2cls@

| Semprop
| S-QBF

| Q-PREZ
L ZQSAT

Les procédures de décision
de I'espece Monolithique
et pratiquant ’expansion existentielle
et universelle top-down.

Fi1G. 2.1 — Une phylogénie pour les procédures portant sur la validité des QBF selon le pre-
mier géne (« Incomplet » /« Décision »), Pespéce (« A Oracle »/« Transformation »/« Mono-
lithique ») et enfin le deuxiéme géne propre a lespéce Monolithique selon que la procédure
de décision utilise I’élimination des quantificateurs par expansion bottom-up ou top-down.
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qui est un [probleme _de décision), mais lorsqu’une solution est requise, comme dans un jeu
fini & deux joueurs, c’est 1'« interprétation » de la QBF (dans le sens d’un langage de
programmation) qui est nécessaire, ce qui ouvre la voie & la question de la compilation des
QBF (prénexes) ; c’est ce theme que nous abordons au chapitre Bl selon I'algorithmique des
deux grandes sous-especes de I’espece Monolithique, englobant dans un méme formalisme
la compilation des QBF prénexes, le calcul des modeles QBF et des certificats.

Les applications et la maniere de les programmer a été en grande partie la cause des
recherches autour de fragments plus riches que celui des QBF prénexes FNC; le chapitre
prolonge ces réflexions et établit un plaidoyé pour 'utilisation en entrée et en interne des
QBF quelconques.

2.4 Parallélisme

A notre connaissance, il existe trois implantations de procédures de décision paralleles
pour le probléeme de validité des QBF : PQSOLVE [84], PaQube [I31] et QMiraXT [I32]. Ces
procédures sont toutes basées sur un algorithme de recherche séquentiel par élimination du
quantificateur le plus externe vers le plus interne (QSOLVE [84] pour PQSOLVE, QUBE [103)]
pour PaQube et PaMiraXT [197], une procédure de décision paralléle pour le probleme
[SAT] pour QMiraXT) et ainsi appliquent une stratégie de partitionnement sémantique qui
choisit un symbole propositionnel du bloc de quantificateurs le plus externe et applique la
sémantique des quantificateurs pour partitionner le probleme et distribuer les taches.

La procédure PQSOLVE est une application distribuée qui utilise les techniques de la
parallélisation des programmes de jeu d’échec [84]. Elle instancie un modele pair-a-pair : un
processus inactif demande du travail a un processus choisi au hasard et en devient ’esclave
pour une tache. Chaque processus a une pile de taches a réaliser qui est augmentée par le
partitionnement sémantique de celles qui sont estimées trop complexes; le maitre envoie
une de ces taches a son esclave momentané qui a sollicité une tache a réaliser. Un esclave
peut devenir lui-méme le maitre d’un autre processus.

La procédure QMiraXT est dédiée a la prise en compte du potentiel de performance
des architectures modernes multi-coeur et/ou processeurs multithreadés. En utilisant un
programme utilisant des threads & mémoire partagée, les clauses apprises par conflit [228]
sont partagées en les différents espaces de recherche. Il n’y a pas de processus maitre mais
a la place un « Master Control Object » (MCO) qui permet aux threads de communiquer
via des messages asynchrones pour des éveénements globaux (par exemple, si un sous-
probléme est valide ou non). Le MCO prend en charge aussi la stratégie de partitionnement
sémantique, appelée dans ce cadre « Single Quantification Level Scheduling » (ou SQLS)
et distribue les taches.

La procédure PaQube est congue selon le modele maitre/esclave ol un processus est
dédié au maitre (ce qui ne nécessite pas de CPU dédiée) et les autres aux esclaves qui
réalisent en fait la recherche. PaQube est un application parallele basé sur le standard
Message Passing Interface (MPI) [204]. Au travers de messages, les esclaves partagent
certaines des clauses et cubes issus respectivement des conflits et solutions appris. Chaque
esclave cumule localement toute I’expertise obtenue par I'ensemble des autres esclaves. Le
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travail principal du maitre est de réaliser, comme pour QMiraXT, la SQLS.

De par leur modele, PQSOLVE et PaQube sont plus extensibles aux clusters et grids que
QMiraXT mais ce dernier semble tenir plus compte de I’évolution du matériel que les deux
premiers.
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Chapitre 3

Les bases littérales

Il y eut un soir, il y eut un matin : troisiéme jour.
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Il est assez courant de voir apparaitre dans la littérature des articles proposant des
méthodes ou des formalismes similaires simultanément ; ce fut le cas par exemple pour
la méthode de résolution SLD [I137, T40] qui fut décrite lors d’'une méme conférence par
deux auteurs; il en fut de méme d’un formalisme apparu simultanément comme expres-
sion pour vérifier la correction des procédures QBF, le sat-certificat [27, 25] et comme
langage de compilation pour les QBF (comme expression de I’ensemble des modeles) par
nos soins [208].

En général, une base de connaissance est compilée a part « une bonne fois pour toute »
dans un langage cible et cette nouvelle représentation de la base de connaissance est
ensuite soumise a des requétes. Si 'on considere une QBF prénexe comme un jeu a deux
joueurs, une des questions primordiales pour le joueur « existentiel » est la suivante :
« Que dois-je jouer pour étre sir de gagner 7 ». Si la base de connaissance est compilée a
part, c’est que le cotit d’une seule requéte est prohibitif et qu’en compilant celle-ci le cotit
sera moindre. Dans le cas du joueur existentiel, sa question reste [PSPACE-complet] si
aucune compilation n’est effectuée. Intuitivement, pour un jeu fini a deux joueurs, il n’est
pas difficile d’imaginer une représentation qui, selon les mouvements déja joués, indiquent
s’il existe « oui » ou « non » une méthode infaillible pour gagner selon que sont joués
présentement les mouvements vrai ou faux. Une telle représentation est exponentielle
par rapport aux nombres de symboles propositionnels encodant les mouvements mais la
réponse a la question du joueur existentiel est polynomiale en temps.

Nous présentons le formalisme des bases littérales qui étend celui des sat-certificats ;
nous montrons comment ’algorithme 2 de recherche recherche_preneze (cf. § [LE0]) peut
étre étendu pour construire des sat-certificats; nous étendons cet algorithme ainsi que
l'algorithme 3 d’élimination de quantificateurs elimination_prenexe_ FNC' (cf. § [CO2)
a la compilation d’une QBF prénexe en une base littérale ; nous démontrons alors que
pour les QBF compilées la question précédemment considérée du joueur existentiel est
polynomiale en temps.

Dans le reste de ce chapitre, toutes les QBF sont considérées comme étant prénexes.

3.1 Base littérale

Les|formes normales disjonctivd et [conjonclivd, pour lallogique propositionnelld comme
pour les QBF, suivent « horizontalement puis verticalement » la table de vérité ou chaque
ligne est une laluafzon] différente : pour la logique propositionnelle, la forme normale dis-
jonctive est la disjonction des lignes, considérées comme des conjonctions de [Zféraud, des
valuations qui s’évaluent a vrai tandis que la forme norme conjonctive est la conjonction
des lignes, considérées comme des disjonctions des [complementaires de littéraux, des valu-
ations qui s’évaluent a faux (en vertu de 1Jéquivalence logiqud =——\/ Al = - A\ —l). Sien
logique propositionnelle, cette lecture de la table de vérité est I’exact reflet de ’ensemble
des [modéled il n’en est pas de méme pour les QBF : des conjonctions de littéraux peuvent
faire partie de la forme normale disjonctive sans pour autant que ce modele (proposition-
nel) pour la matrice soit dans un quelconque modele QBF.

Au propositionnel, en considérant donc que le simple fait de suivre les régles du jeu
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permet au joueur existentiel de gagner, le formalisme évoqué dans l'introduction a ce
chapitre est facilement exhibé et obtenu a partir de la forme normale disjonctive et gréace
a l’équivalence ((—zAA)V(zAB))=((AVB)A(—xVB)A(zVA)) appliquée du dernier mouve-
ment de la partie jusqu’au premier : pour que le mouvement x puisse mener a la victoire
pour une série de mouvements qui précedent x représentée par la valuation propositionnel-
le v, il est nécessaire que I*(B)(v) = vrai et pour que le mouvement —z puisse mener a
la victoire, il est nécessaire que I*(A)(v) = vrai.

Exemple 27 (base littérale propositionnelle) En continuant l’exempled, la formule
propositionnelle

a partir de la forme normale disjonctive de u :
fnd, = (andAeAf)V(andNeA—f)V(aAdA—eNf)V

(andN=eN=f)V(aA—dA=eAf)V(aN—dN—=eN=f)V
(mandNeN= IV (maNdA—eANf)V(man—dN—eN-f)

peut étre décomposée selon la séquence de symboles propositionnels a;d;e; f en la for-
mule :

1 2

p= (maVTA@VT)A(=dVT)AVT) A
(mevd) A (eVT)A (mfVXT)A(fVX)
——— N N—— N

3 4 5 6

avec
X = (andNhe)V(andA—e)V (aA—-dA=e)V(—aNdAe)V (~aAdA—e)V (—aN—dN—e)

et X7 = (andhe)V(andA—e)V(aA—dN—e) ainsi que

B
<
s
-

(meA((and)V(aN=d)V (—mand)V(—aN—d)))V (eA((and)V(—aAd)))
((meNT)V(end))
((mevd)A(eVT))

Cette décomposition est intéressante car elle exhibe les propriétés suivantes :

1. pour toute valeur de vérité de a, la formule propositionnelle admet (au moins) un
modeéle ;

2. pour toute valeur de vérité de d, la formule propositionnelle admet (au moins) un
modele ;

3. sie est valué a vrai, la formule propositionnelle admet un modéle si et seulement si
d est valué a vrai;

4. si e est valué a faux, la formule propositionnelle admet (au moins) un modéle ;
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5. si e est valué a vrai et d est valué a vrai, ou bien si e est valué ¢ faux alors si f
est valué o vrai la formule propositionnelle admet un modéle si et seulement si la
formule propositionnelle X~ est évaluée a vrai.

6. si e est valué a vrai et d est valué a vrai, ou bien si e est valué a faux alors si
f est valué a faux la formule propositionnelle admet (au moins) un modéle si et
seulement si la formule propositionnelle X est évaluée d vrai.

La base littérale s’inscrit dans une lecture « verticale puis horizontale » de la table de
vérité en accord avec I'ordre du lieur, ce qui est plus proche et plus adapté a la sémantique
des QBF, qui ne permet en général pas la permutation des quantificateurs, et son in-
terprétation en terme de jeu a deux joueurs.

Définition 34 (base littérale) Une base littérale est une paire (Q | G) constituée

—soitQ=cetG=T ouG=1;

— soit d’un lieur Q = q1x1...quTn, n > 0, et d'une séquence de paires de formules

G = (P, N1);...;(Py, Ny) telle que les formules Py et Ny, appelées gardes, sont
uniquement constituées sur l’ensemble de symboles propositionnels {x1,..., 1}
(ou T ou L lorsque k =1).

Nous notons BLg l'ensemble des bases littérales pour un lieur @, BL = UQ BLg le
langage des bases littérales, grds la fonction telle que grds({(Q | G)) = G, lieur la fonction
telle que lieur((Q | G)) = Q et grd la fonction qui associe a un symbole propositionnel sa
garde dans une base littérale.

Par la définition précédente :

—si@Q=calors BL.={{e| T),(e| L)};

~ 8Q = qu alors BLy = {{gz | (T, ), (g | (T, 1)), (g2 | (L, T)), (g | (L, 1))}
Si le nombre de symboles propositionnels du lieur @ est n alors la taille de BLg est

~—
n+1

Exemple 28 (base littérale) En continuant ’ezemple [Z7,
bl = (Va3dvedf [ (T,T); (T, T); (d, T); (X7, X))

et
bl! = (YaIdvedf | (T, T); (T, L); (T, T); (X", X))

sont des bases littérales.

Nous interprétons le langage des bases littérales comme une représentation d’un sous-
ensemble du langage des QBF.

Définition 35 (interprétation d’une base littérale) La fonction d’interprétation pour
les bases littérales est une fonction de l’ensemble des bases littérales BL dans celui des

QBF, notée (.)* et définie ainsi :
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— sibl = (¢ | M) alors bl* = M ;
—sibl={(qx1...qnxn | (P1,N1);.. .5 (Pny Np)),n > 0, alors

bl* = q121 - .- Gnan /\ ((_‘CC@\/PZ)/\(CCZ\/NZ))
1<i<n

Exemple 29 (interpretation base littérale) En continuant l’exemple [28.

bl* = Va3dvef
(maVTIAN(aVT)IA(=dVT)IAAVT)A(meVd)A(eV TN (= fFVXTIAN(fVX)

et

bl = Va3dvedf
(maVT)IAN(aVT)A(—dVT)IA(AVLIA(=eVT)A(eVTIA(—fFVXT)IAN(fVX)

avec bl* =2 bl"™* = YaIdVedfpu.

Si X est un sous-ensemble de BL alors X* est une notation pour {bl*|bl € X}. Nous
notons non_valide les bases littérales dont 'interprétation est non valide et nous étendons
la définition précédente par non_valide* = L. Dans la mesure ou la base littérale est
d’interprétation valide, les gardes associées aux symboles propositionnels universellement
quantifiés peuvent étre remplacées par (T, T).

L’interprétation de la base littérale fait clairement apparaitre la lecture tout d’abord
« verticale » de I'ordre des symboles propositionnels puis « horizontale » des gardes (P, N,)
qui sont telles que, quelque soit la valuation construite jusqu’au coup portant sur le symbole
propositionnel existentiellement quantifié z, si v = P, alors il n’y a pas de victoire avec
le mouvement [z « T] et si v = N, alors il n’y a pas de victoire avec le mouvement
[ «— L]; si la victoire est toujours possible, P, est une représentation de la combinaison
des conditions nécessaires pour que le mouvement [z «— T]| puisse mener & une victoire
et N, est une représentation de la combinaison des conditions nécessaires pour que le
mouvement [z «— L] puisse mener a la victoire, ce qui représente la lecture « horizontale »
de la table de vérité.

Le théoréeme suivant établit que pour toute QBF il existe une base littérale telle que
son interprétation a exactement les mémes modeles que la QBF.

Théoréme 2 (complétude de BL) Soit QM une QBF alors il existe une base littérale
bl € BLg telle que bl* = QM.

Par ce théoreme, le fragment des interprétations des bases littérales peut étre con-
sidéré comme une forme normale pour les QBF et le langage des bases littérales peut étre
considéré comme un langage cible pour la compilation des QBF.

Lorsqu’une QBF est considérée comme un jeu fini a deux joueurs, la validité de la QBF
assure au joueur « existentiel » la victoire s’il suit les mouvements obtenus du modele de la
QBEF. Nous sommes particulierement intéressés par la question suivante : puisque jusqu’a
présent nous avons suivi une séquence de fonctions booléennes du modele de la QBF,
puis-je changer d’avis pour le prochain mouvement ? Nous appelons ce probleme celui du
« choix du prochain mouvement ».
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Définition 36 (le probleme du choix du prochain mouvement pour un sous-
ensemble X de QBF)
— Instance : Une formule 121 ... gnxy M d’un sous-ensemble X de QBF, une substitu-
tion [x1 «— C4]...[x; — C;] obtenue a partir d’un modéle pour la QBF q1x1 . .. gnxyM
avec ¢; =3 et Cq,...,C; € {T,L}.
— Question : FEziste-t-il un modéle pour la QBF qit1...qnep[r1 — Ch]...[xi—1 «
Ciallzi « Ci|(M) #

Clairement, le probléme du choix du prochain mouvement demeure PSPACE-complet
si nous considérons X = QBF.

Nous introduisons une propriété appelée « optimalité » pour les bases littérales pour
mettre en exergue un fragment du langage QBF pour lequel le probleme du choix du
prochain mouvement est polynomial en temps.

Définition 37 (optimalité d’une base littérale) Soit une base littérale bl telle que
bl = ((qux1 ... qnzyn | (P1,N1);.. .5 (Py, Ny)) et bl* = quzq ... quen M. La base littérale
bl est optimale si la propriété suivante est vérifiée. Pour tout i, 1 < i < n, soit [x] «—
Cy]...[zi—1 — Ci_1] une substitution telle que pour tout k, 1 < k < i si Cx = T alors
[1'1 — Cl] N [I‘k,I — Ckfl](Pk) =T sinon Ck =1 et [1‘1 — Cl] e [I‘k,I — Ckfl](Nk) =
T.
Alors

[1'1 — Cl] e [xi—l — Cz—l](Pz) =T

st et seulement s’il existe un modéle pour

Qit1Tit1 - - uTn[r1 — C1] .. [2im1  Cia][r; — T|(M)

et
[x1 — C1] ... [xim1 — Ci1[(N;)) =T
st et seulement s’il existe un modeéle pour
Qit1Tit1 - - - GnTn[ry — C1] ... 21 — Ciq][zi — L)(M).

Nous notons BLO [’ensemble des bases littérales optimales.

Exemple 30 (optimalite) En continuant 'ezemple 29, la base littérale
bl = (Va3dvedf | (P, =T,T);(T,Ng=T);(d, T);(a, T))

n’est pas optimale puisque P, = T et [a «— T|(Ng) = T mais la QBF Ve3f[a «— T]ld «
L(((mevd)A(=fVa))) nadmet pas de modéle (Ja — T][d — L](((meVd)A(=fVa))) = —e)
tandis que la base littérale bl' [’est.

bl™* = VaIdvelf
1

———~ T —~
(maVTIAN(@VT)A(mdVT)A(dVL)A (meVT)A(eVT)A (= fVXT)A(fVX)

2 3 4 5 6

or bl"™* = Va3dVedfu, donc
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2. 6 3. les QBF Ve3df[a «— T][d <« T|(n) et Yedfla «— L][d «— T](n) admettent des
modéles et les QBF Vedfla «— T]|ld «— L](u) et Vedfla «— L][d «— L](n) n'en
admettent pas donc la QBF admet un modéle si et seulement si d = {(vrai —
vrai), (faux — vrai)} ;

5. la QBF [a — Cyl[d «— Tlle < C.][f < T](n) admet un modéle si et seulement si
[a — Cylld — Tlle — CJ(XT) =T

6. la QBF [a — Cyl[d — Tlle «— C.][f < L](n) admet un modéle si et seulement si
[a — Cylld — Tlle — CJ(X) = T.

La principale propriété des bases optimales est que le probléme du choix du prochain
mouvement est polynomial en temps et non plus PSPACE-complet.

Théoréme 3 (choix du prochain mouvement) Le probleme du choix du mouvement
pour BLO* est polynomial en temps.

Si une QBF modélisant un jeu fini a deux joueurs est compilée préalablement en
une base littérale optimale, le calcul d’une séquence de mouvements menant a la victoire
pour le joueur « existentiel » est polynomial en temps. Une base littérale optimale est
alors vue comme un arbre de décision dynamique dont les branches se calculent au fur
et a mesure. Cette propriété d’optimalité d’une base littérale est liée a la propriété de
« minimalité » d’'une QBF qui exprime que la matrice d’'une QBF contient exactement les
modeles propositionnels nécessaires aux modeles QBF.

Définition 38 (minimalité d’une QBF) Une QBF est minimale si tous les modéles
(propositionnels) de la matrice sont au moins dans un modéle de la QBF.

Exemple 31 (minimalité) En continuant l’exemple [30, la base littérale bl' est optimale
mais ce n’est pas la seule dont l'interprétation soit équivalente a £ : la base littérale

bl" = (Ya3dve3f | (T, T); (T, L); (T, T)i(a, T))

est aussi optimale et bl"™* = €. La table de vérité des matrices des QBF bl"™ et bl"™*,

respectivement ' et ", montre que les QBF bl'™* et bl"* sont minimales.
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o(@) [o(d) [o(0) o) [T00) = F )W)
vrai | vrai | vrai | vrai vrai
vrai | vral | vrai | faux vrai
vrai | vrai | faux | vrai vrai
vrai | vrai | faux | faux vrai
vrai | faux | vrai | vrai faux
vral | faux | vrai | faux faux
vrai | faux | faux | vrai faux
vrail | faux | faux | faux faux
faux | vrai | vrai | vrai faux
faux | vrai | vrai | faux vrai
faux | vrai | faux | vrai faux
faux | vrai | faux | faux vrai
faux | faux | vrai | vrai faux
faux | faux | vrai | faux faux
faux | faux | faux | vrai faux
faux | faux | faux | faux faux

Il apparait que la QBF Ya3dVedf—-—-—((e—d)——(f—a)) n'est pas minimale puisque,
par exemple, la valuation v définie par v(a) = vrai, v(d) = faux, v(e) = vrai et v(f) =
vrai est un modéle (propositionnel) de la matrice de la QBF sans étre dans un quelconque

modéle QBF.

L’interprétation d’une base littérale optimale ne retient que les modeles propositionnels
nécessaires et est donc minimale (cf. Démonstrations, lemme BIl), mais la réciproque est
fausse : il existe des bases littérales qui ne sont pas optimales mais dont l'interprétation
est tout de méme minimale.

Exemple 32 (réciproque fausse) La base littérale ((3avd | (T, T); (a,a)) n’est pas op-
timale (car Vd_L n’est pas valide) mais son interprétation est minimale.

La définition B3 de la fonction d’interprétation d’une base littérale et les définitions
et des relations d’équivalence respectant, respectivement, les modeles propositionnels
et les modeles QBF, suggérent plusieurs relations d’équivalences pour les bases littérales ;
nous en choisissons une qui préserve 'optimalité des bases littérales.

Définition 39 (relation ~) Soient bl et bl' deux bases littérales. bl ~ bl' si bl* = bl'™* et
pour toutes les paires (P;, N;) € grds(bl) et (P!, N!) € grds(bl’) correspondant a un symbole

ezistentiellement quantifié des lieurs des bases littérales bl et bl', P; = P! et N; = N.

3.2 Algorithme de recherche et sat-certificat

Un sat-certificat (cf. § [[E3]) pour une QBF peut étre aisément étendu a une base
littérale de la maniere suivante : a la séquence du sat-certificat, pour chaque symbole
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propositionnel quantifié universellement, est ajouté un couple (T, T) ; cette nouvelle séquen-
ce est empaquetée dans une paire avec le lieur. Ainsi, I'interprétation de la base littérale
obtenue n’a qu’un seul modele qui est un modele de la QBF.

Nous nous intéressons au probleme suivant : comment étendre une procédure de décision
basée sur un algorithme de recherche pour calculer directement un sat-certificat plutot
que a posterior: par analyse d’une trace. Pour ce faire nous définissons un opérateur pour
les bases littérales qui permet & partir des sat-certificats pour les deux sous-probléemes
d’une QBF de construire un sat-certificat.

Définition 40 L’opérateur o, : BLy x BLgy — BLyq est défini ainsi :

<Q ‘ (Plle) ’(Pn7Nn)> Og <Q ‘ (PllvN{)’ ) (PT/L7NTIL)>
=( VzQ|(T,T);
(((val)A(WP{)%((W\/Nl) (@VN))); -
(m2VPu)A(@VEy)), (maV N )A (V)

Selon cette définition, si = est valué a vrai (resp. faux) alors pour tout i, 1 <
i < mn, ((ﬂx\/P) (xVP])) = P; (resp. P/) et ((mzVN;)A(zVN])) = N; (resp. N/). Si

)

(Q,(P1,N1);...;(Pn,Np)) et (Q,(P{,N7);...;(P},N;)) sont des sat-certificats et Q =
q171 - . . @ny avec g; =V alors clairement ((—zVEP)A(zVP))) =T = ((mxVN;)A(xVNY)).

Exemple 33 En continuant Uexemple [Z7] Soient deux bases littérales
bla = <E|d\v/65|f | (Ta J—)a (Ta —I—)’ (T? J—)>

et
bl = (FdVedf | (T, L);(T,T); (L, T))

wlors (bl 0 blog) = (Ya3dvedf|(T, T);
((raVT)A(aVT)), ((maVL)A(aVL)));
((ravTIA(@VT)), ((aVT)A(aVT)));
((avT)A(aV L)), ((maVL)A(aVT))))

~ (Va3d¥edf | (T,T);(T,L);(T,T);(a,a))
La QBF bl a pour unique modéle la politique d;{(e — f), (e — f)}, la QBF bl*, a pour

unique modéle la politique d; {(e — —f),(me — —f)} et la QBF (bly0,bl-y)* a pour unique
modeéle la politique

{(a = di{(e = f),(me— [)}), (ma = d;{(e — —f), (e — = f)})}.

L’opérateur o, compose deux sat-certificats en un nouveau sat-certificat (cf. Démons-
trations lemme B2) : si blT est un sat-certificat pour Q[x < T](M) et bl est sat-certificat
pour Q[zx < L|(M) alors (blt o, bl ) est un sat-certificat pour YxQM.

Nous présentons ’algorithme de certi ficat_par_recherche qui calcule un sat-certificat
pour une QBF. L’algorithme certificat_par_recherche teste en premier lieu si le lieur
est réduit & un unique quantificateur associé a un symbole propositionnel. Dans ce cas,
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Algorithme 4 certificat_par_recherche
Entrée: @ : le lieur d’'une QBF
Entrée: M : la matrice d’'une QBF
Sortie: un sat-certificat ou non_valide
si Q = gz alors
si ¢ = J alors
selon M faire
cas T : retourner (x| (T,L1))
cas 1 : retourner non_valide
cas z: retourner (3z | (T,L1))
cas —z: retourner (Jz | (L, T))

fin selon
sinon
si M = T alors retourner (Vx| (T,T)) sinon retourner non_valide fin si
fin si
sinon
Q = qrQ’

bl" = certificat_par_recherche(Q', [z « T](M))
si blT = non_valide alors
si ¢ = 3 alors
bit = certificat_par_recherche(Q', [z « L](M))
si blt = non_valide alors retourner non_valide
sinon retourner (Q | (L, T); grds(blt)) fin si
sinon
retourner non_valide
fin si
sinon
si ¢ = 3 alors
retourner (Q | (T,L); grds(bl"))
sinon
bit = certificat_par_recherche(Q', [z «— L](M))
si bl = non_valide alors
retourner non_valide
sinon
retourner (bl o, blt)
fin si
fin si
fin si
fin si

si c’est un quantificateur existentiel quatre cas sont possibles, correspondant dans 1’or-
dre de lalgorithme & : 32T = Jzz, Izl = L, Jza = Jz((-zVT)A(xVL)) et Jz—z =
Jz((—zVL)A(2zVT)). Si le quantificateur est universel alors si M = T alors VaM = T
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sinon Vex = Ve—z = Vol = 1. S’il y a plus d’'un quantificateur, puisque 'algorithme
est un algorithme de recherche, le quantificateur le plus externe est considéré en premier.
Si ce quantificateur est existentiel alors si un des deux appels récursifs pour la substitu-
tion par T (resp. par L) sur le symbole propositionnel z retourne un résultat différent
de non_valide alors le sat-certificat (Q | (T, L); grds(bl™)) (resp. (Q | (L, T);grds(bl™)))
est retourné; cela exprime que x doit étre vrai (resp. faux) pour avoir au moins un
modele. Si le quantificateur est universel alors si au moins un des appels récursifs pour
les substitutions par T ou L pour le symbole propositionnel x retourne non_valide alors
non_valide est retourné sinon les fonctions booléennes des deux sat-certificats doivent
étre composés, pour intégrer le nouvel argument x, par (bl* o, bl™) avant de retourner ce
nouveau sat-certificat.

Théoréme 4 (Correction de certificat_par_recherche) Soit QM une QBF.
certificat_par_recherche(Q, M) retourne un sat-certificat pour QM si la QBF est valide
et non_valide sinon.

3.3 Compilation d’une QBF en une base littérale

Par le théoreme Bl qui établit la complétude du langage des bases littérales, I’ensemble
des bases littérales, BL, peut étre considéré comme un langage cible pour la compilation des
QBF. « Compiler » est alors « résoudre » : calculer une expression dont la caractéristique
principale doit étre ’acces aux solutions dans une complexité moindre que la formule non
compilée.

Les algorithmes recherche_prenexe et elimination_prenexe_F N C sont deux candidats
a l'extension pour un compilateur de QBF vers les bases littérales.

3.3.1 Algorithme de recherche et compilation

Nous nous intéressons ici au probleme suivant : comment étendre l’algorithme 2 de
recherche, recherche_prenexe, en un compilateur de QBF en bases littérales. Pour ce
faire nous définissons un opérateur sur les bases littérales qui compile une QBF par la
composition du résultat de la compilation de ses deux sous-problemes.

Définition 41 Soit Q = qi21 ... gnzy, un lieur et bl,bl' € BLg. L'opérateur @ : BLy X
BLgo — BLg est défini comme suit :
SiQ=c¢c,bl=(]|G) etbl = (|G alors (Bl @bl") = (e | (GVG)) sinon

Q[ (P, N1); -5 (Poy Nu)) @(Q | (P NT); -5 (P, V)
= (Q| (PVP), (N1VNY));
(PoA(PyVX)N(PoV "), NaA(NyVX)A(NoVXT)); ..
(PaA(PINVXINP VX, Ny AN VX)A(NR VX))
avec X = ((mx1VP)A(x1VINY)), X' = ((mx1VP])A(z1VNT))
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et Q, = q2X2...(4nTn

Q"] (P2, Na);...5 (Pn, Np)) =
(@[ (P2, N2)s 5 (Pry Np)) @ (Q' | (Pgy N3)s -5 (Bryy V)

Exemple 34 En continuant 'exemple [Z7 Soient Q = Va3dVedf et les bases littérales
blo = (Q | (T, L); (T, L); ((and), (and)); ((and), (and)))

et bl-q = <Q | (J-’ T); (T’ J—); ((a/\_'d)’ (a/\_'d)); (J-’ T)>
Alors (bly @ bl—g) = (Q | (T, T);(T,L);(d,d); ((and),d)).

Si n est le nombre de symboles propositionnels quantifiés du lieur et £ est le nombre
maximum de littéraux, de T et de L des gardes participant a la compilation de deux bases
littérales alors le nombre maximum de littéraux, de T et de L de la base littérale résultat
est borné par un polynémeﬂ en 6kn?.

Cet opérateur est la contrepartie de la disjonction pour les QBF (Q un lieur et bl, bl €
BLg) :sibl* = QM et bl = QM' alors (bl ®@ bl')* = QMg avec Mg = (MVM').

Nous présentons ’algorithme de recherche compilation_par_recherche qui compile une
QBF en une base littérale optimale. Cet algorithme teste en premier lieu si le lieur est
réduit a un unique quantificateur associé a son symbole propositionnel. Si c’est le cas et
si M = T, contrairement a 'algorithme certificat_par_recherche, (T,T) est retourner
(puisque JzT = Fx((—zVT)A(xVT))) pour conserver les deux possibilités de modele.
S’il y a plus d’un quantificateur, puisque ’algorithme est un algorithme de recherche, le
quantificateur le plus externe est considéré en premier. Selon la sémantique des QBF, s’il
n’y a pas de modele pour un (resp. les deux) appels récursifs alors il n’y a pas de modele
pour la QBF si le quantificateur est universel (resp. existentiel) ; si il y a un modele pour
les deux appels récursifs, et cela pour les deux quantificateurs, (Q | (T, L) ; grds(bl™)) ®
(Q (L, T); grds(bl™)) est retourné.

Théoréme 5 (correction de ’algorithme compilation_par_recherche) Soit QM une
QBF. compilation_par_recherche(Q, M) retourne une base littérale bl telle que bl* = QM
st QM est valide et retourne non_valide sinon.

Exemple 35 (Compilation par recherche) En continuant l’exemple[3]) La base littérale

bl, = compilation_par_recherche(Ya3dvedf, ~——((e—d)——(f—a)))
~  (Vaddvedf | (T, T); (T, L);(d,d); ((aAd),d))

est telle que b} = Va3dvVedf———((e—d)——(f—a)).
La base littérale générée par I'algorithme compilation_par_recherche est optimale.

Théoréme 6 (optimalité de ’algorithme compilation_par_recherche) Soit QM une
QBF wvalide alors compilation_par_recherche(Q, M) est une base littérale optimale.
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3.3 Compilation d’une QBF en une base littérale

Algorithme 5 compilation_par_recherche
Entrée: @ : le lieur d’'une QBF
Entrée: M : la matrice d’'une QBF
Sortie: soit une base littérale soit non_valide
si Q = gz alors
si ¢ = J alors
selon M faire
cas T : retourner (Iz | (T,T))
cas | : retourner non_valide
cas z: retourner (3z | (T,L1))
cas —z: retourner (Jz | (L, T))

fin selon
sinon
si M = T alors retourner (Vz | (T,T)) sinon retourner non_valide fin si
fin si
sinon
Q = qrQ’

bl" = compilation_par_recherche(Q', [z « T|(M))
bl := compilation_par_recherche(Q', [z « L](M))
si ¢ = J alors
si bl = non_valide et bl* = non_valide alors retourner non_valide fin si
si bl = non_valide alors retourner (Q | (L, T); grds(bl-)) fin si
si bl+ = non_valide alors retourner (Q | (T, L);grds(bl")) fin si
retourner (Q | (T,L);grds(bl")) @ (Q | (L, T); grds(bl*))
sinon
si bl" = non_valide ou bl = non_valide alors
retourner non_valide
sinon
retourner (Q | (T, L);grds(bl")) ® (Q | (L, T);grds(bl*))
fin si
fin si
fin si

3.3.2 Algorithme d’élimination de quantificateurs et compilation

Nous étendons 'algorithme 3, elimination_prenexe_FNC, d’élimination de quantifi-
cateurs en un compilateur de QBF en bases littérales. Cette extension est immédiate gréace

aux équivalences (cf. § [C52) :
QIz((xVM A (—xVM_)AM') = Q((M_VM)AM')

et
QVz((xVM)A(—~aVM_)AM') = Q((M_AM_)AM')

'pour étre exact : 2(3k + 2)n? — 2(k + 2)n calculé par induction sur la structure de 'opérateur.
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Chapitre 3. Les bases littérales

Algorithme 6 compilation_par_elimination
Entrée: @ : le lieur d’une QBF sous FNC
Entrée: M : la matrice d’'une QBF sous FNC
Entrée: (Q' | G) : une base littérale
Sortie: soit une base littérale soit non_valide
si @ = ¢ alors
si M =T alors retourner (' | G) sinon retourner non_valide fin si
sinon
Q=Q"qx
M = ((mxVP)A(xVN)AM')
si ¢ = J alors
Myee := (fnc((PVN))AM')
blrec := (Q'3x | G; (P, N))
retourner compilation_par_elimination(Q", Myec, blyec)
sinon
Myec := ((PAN)AM')
blrec := (QVz | G; (T, T))
retourner compilation_par_elimination(Q", My ec, blyec)
fin si
fin si

qui permettent de faire apparaitre les gardes. De part la validité de la QBF compilée et
I'interprétation d’une base littérale, il est valide d’associer aux symboles propositionnels
universellement quantifiés des gardes (T, T). Puisqu’un algorithme d’élimination de quan-
tificateurs est un algorithme qui opere du quantificateur le plus interne au quantificateur
le plus externe, les gardes sont introduites dans la base littérale a la fin de la séquence.

Théoréme 7 (correction de ’algorithme compilation_par_elimination) Soit QM
une QBF. compilation_par_elimination(Q, M, (e | T)) retourne une base littérale bl telle
que bl* =2 QM si QM est valide et retourne non_valide sinon.

Exemple 36 (compilation par élimination) En continuant l’exemple [27 (fnc, FNC
de =——((e—d)——(f—a))). La base littérale

ble = compilation_par_elimination(Va3dvVedf, fnc,, (¢ | T))
~  (VaddVedf | (T, T);(T,L); (T, T); ((an(dV—e)), (dV—e)))

est telle que bl} = Va3dvVedf———((e—d)——(f—a)).
La base littérale générée par 'algorithme compilation_par_elimination est optimale.
Théoréme 8 (optimalité de ’algorithme compilation_par_elimination) Soit QM

une QBF wvalide alors compilation_par_elimination(Q, M, (e | T)) est une base littérale
optimale.
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3.4 Commentaires

3.3.3 Comparaison des deux algorithmes de compilation

Les deux algorithmes de compilation n’ont pas en entrée le méme fragment de langage
mais ce n’est pas un obstacle rédhibitoire pour I'algorithme par élimination de quantifi-
cateurs : il suffit d’étre en mesure de transformer la matrice de la QBF en une matrice
équivalente sous la forme ((—zVP)A(xVN)AM'), P, N et M’ ne contenant pas le symbole
propositionnel x associé au quantificateur le plus interne de la QBF [207]. Les deux algo-
rithmes de compilation ne construisent évidemment pas les mémes bases qui ne sont pas
non plus équivalentes mais elles sont toutes les deux optimales.

Exemple 37 (comparaison) En continuant les exemples [33 et [BA. Les bases littérales
bl, et bl. issues respectivement de la compilation par recherche et de la compilation par
élimination ne sont pas équivalentes. En propageant que le symbole propositionnel exis-
tentiellement quantifié d ne peut étre valué qu’a vrai (puisque Ng = L dans bl,), nous
obtenons la base littérale

(Va3d¥e3f | (T, T); (T, L); (T, T (a, T))

culierement compacte.

3.4 Commentaires

Nous avons présenté dans ce chapitre un formalisme « au dessus » des QBF qui permet
d’unifier deux problématiques : le calcul d’un certificat pour un algorithme de recherche
via un sat-certificat, qui n’est autre qu'une représentation d’un modele, et la compilation
d’une QBF prénexe.

Les bases littérales ont donné lieu a deux implantations. La premieére, qui est en
reprend les définitions dans un esprit de vérification et d’appui aux exemples et
démonstrations. Elle est aussi au cceur du systéme de génération de code du chapitre Bl Le
code Prolog fait appel a une librairie de résolution de contraintes booléennes pour calculer
par énumération les modeles propositionnels pour obtenir des gardes sous FNC et réduire
la taille de celles-ci ; il peut étre obtenu a ’adresse
http://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/Research/QBF/LITERAL_BASES/literal_bases.html.
La seconde implantation est une extension de ’algorithme 2 de recherche, recherche_prenexe,
sur la base d’une implantation en C/C++ de I’algorithme décrit au chapitre H et réalisée
par Benoit Da Mota. Cette implantation fait appel & une librairie de gestion des [BDT],
la librairie CUDD [205] ; la gestion de la pile de retour-arriere étant effectuée par recopie
du BDD hors des primitives de la librairie, I'implantation n’est pas satisfaisante. Nous y
remédions, en collaboration avec Vincent Barichard, en procédant a la refonte du calcul des
sat-certificats et de la compilation au sein de ’architecture ouverte de propagation de con-
traintes GeCode [I98]. Nous représentons la base littérale comme ensemble de contraintes
générées par la recherche et simplifiées par propagation.
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

Le fragment syntaxique complet le plus exploité dans le cadre de I'implantation des
procédures de décision pour le probleme de validité des QBF est le fragment des formules
sous FNC (cf. § [L33). Les raisons de cette position dominante sont claires [227] : (i) la
plus grande part des procédures de décision pour le probléme [SAT] prennent en entrée
des [formules propositionnelled sous FNC; (ii) les structures de données et les algorithmes
efficaces pour ces formules sont bien connus; (iii) historiquement, les premiers algorithmes
pour le probleme de validité des QBF, tels que la [T20] et la procédure de
décision Evaluate [46], ont été pensées pour les formules propositionnelles sous FNC;
(iv) comme la grande majorité des procédures de décision et des exemples de référence
sont pour le fragment FNC, les nouveaux venus, pour se comparer, n’ont guere d’autre
choix que de venir aussi sur ce fragment. Cette analyse nous la faisons notre et ne nous
soumettons pas a la conclusion.

Dans bon nombre des applications des QBF, la génération de celles-ci, considérée comme
un programine, est en partie automatique, répondant a des arguments de (et
[correction]) de la sémantique des QBF vis-a-vis des formalismes dans lesquels sont ex-
primées les applications. Autant pour la compilation vers les QBF, le fragment hégémonique
des formules sous FNC prénexes peut se discuter dans son principe, puisqu’il n’y aura pas
a comprendre une QBF ainsi générée mais seulement, pour un spécialiste, a maitriser sa
génération, autant pour une programmation en QBF, le fragment FNC prénexe est ab-
scons. Faut il alors considéré les QBF uniquement comme un langage vers lequel un autre
formalisme est compilé en des QBF sous FNC prénexes dont seule la sémantique serait
nécessaire et cela pour une efficacité maximale 7 Pourquoi pas, si ce n’est que ce fragment
apparait de moins en moins comme étant le plus susceptible de remplir une telle mission :
si le fragment FNC est bien adapté a la structure du probleme SAT et des propriétés
de la quantification existentielle, il ne rend pas compte des propriétés de la quantifica-
tion universelle pour laquelle le fragment FND est mieux adapté [136], 227, 220}, [T90], de
plus, la mise sous FNC introduit, dans le meilleur des cas, un ensemble de nouveaux sym-
boles propositionnels existentiellement quantifiés dont le statut de symbole aux propriétés
fonctionnelles n’est pas transmis a la procédure de décision.

Pour traduire par « renommage de formules » une QBF quelconque en une QBF sous
FNC, trois transformations entrent en jeu (cf. § [L33)) : la linéarisation et la mise sous
forme prénexe que nous aborderons dans le chapitre B et la mise sous FNC (proposi-
tionnelle) de la matrice. Dans ce chapitre, nous prenons le parti de considérer des QBF
prénexes dont la matrice est une formule propositionnelle quelconque. L’objectif est de ne
pas pratiquer la linéarisation qui induit, dans le pire des cas, une croissance exponentielle
de la formule et de ’espace de recherche, et au contraire, de tirer pleinement bénéfice des
propriétés algébriques des connecteurs binaires et quantificateurs. Si les connecteurs dits
« secondaires », qui sont la bi-implication et le ou-exclusif, et qui sont éliminés par la
linéarisation, ne sont pas considérés, le probleme est réduit a traiter des QBF sous FNC
contenant trois littéraux par clause.
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4.1 Introduction de littéraux existentiellement quantifiés

La démarche qui prévaut a cette étude est d’étendre le systéme syntaxique Sgpr du
chapitre [ qui est orienté « validité » vers une analyse systématique des propriétés de la
combinaison des connecteurs et des quantificateurs pour obtenir un algorithme traitant de
maniere symétrique la validité et la non-validité. Cette dualité est I’essence méme de la
négation qui disparait, en apparence, du systeme Sgpr pour réapparaitre sous la forme
fonctionnelle du conjugué et aboutit a passer d’'une méthode « par renommage de for-
mules » & une « décomposition par introduction de littéraux existentiellement quantifiés »
par quoi nous poursuivons ce chapitre. La démarche est aussi dans la systématisation de la
recherche des propriétés algébriques et de leurs conséquences, mises sous la forme de régles,
calculées grace aux bases littérales du chapitre Bl Les regles ainsi obtenues peuvent étre
compilées avec des fonctions auxiliaires en un ensemble de fonctions de propagation pour
un langage de programmation cible, pour étre ensuite insérées dans un algorithme permet-
tant d’atteindre la complétude. Cette chaine de transformations partant des définitions
des connecteurs sous la forme de tables de vérité pour terminer par une procédure de
décision dans un langage de programmation cible est illustrée dans la figure 4.1.

4.1 Introduction de littéraux existentiellement quantifiés

La décomposition que réalise la méthode « par renommage de formules » introduit
des symboles propositionnels existentiellement quantifiés et conserve la négation comme
connecteur sur lequel s’applique la décomposition. Ainsi une formule telle que (-z—x) = z
qui permet de déduire x = z ne peut étre prise en compte par une méthode de propagation
basée sur cette décomposition car elle est décomposée en ~z = 2’ et (2'—x) = 2.

Algorithme 7 decompositions

Entrée: Une formule propositionnelle F
Entrée: Un entier n
Sortie: Une paire composée d’un lieur et d’une formule propositionnelle
siF=TouF=_1ouF=-zouF =zavec z €SP alors
retourner (g, F)
sinon
F = [z, « (zoy)|(G), avec z, |z|, |y| € SP
(Q, D) = decomposition3(G,n + 1)
retourner (Q3z,, (((zoy)—=z,)AD))
fin si

L’algorithme 7, decompositions, définit la décomposition d’une QBF prénexe QM
par introduction de littéraux existentiellement quantifiés. Cette décomposition étend na-
turellement la décomposition par introduction de symboles propositionnels existentielle-
ment quantifiés en faisant disparaitre la négation explicite au profit des complémentaires.
La décomposition ne s’applique alors que sur des formules qui ont subi jusqu’a ’obtention
d’un point fixe la suppression des doubles négations grace a 11équivalence logiqud expri-

0.4
mant le caractere involutif de la négation : =—=F = F. L’introduction de tels symboles
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

Définition d’un
connecteur binaire

(Table de vérité)

Génération automatique
de regles
pour les QBF

Ensemble de regles

pour les connecteurs

Y

Fonctions auxiliaires Génération automatique

pour la manipulation des |de fonctions implementant
littéraux et substitutions I’ensemble de regles

Algorithme complet pour/” Fonctions de propagation
le probleme de validité
des QBF

pour les connecteurs

quantifiés

QBF

Procédure de décision pour

le probleme de validité
des QBF

%

Valide ou non

F1G. 4.1 — Chaine de transformations de la table de vérité a un code pour un langage cible.
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4.1 Introduction de littéraux existentiellement quantifiés

propositionnels existentiellement quantifiés ne modifie pas la validité de la QBF initiale :
si (Q3, D) = decompositionz(M, 1) alors QM = QQ3D (cf. Démonstrations, lemme BH).

De maniere duale, un algorithme par introduction de littéraux universellement quan-
tifiés est possible et ces deux algorithmes peuvent étre dérécursivés pour obtenir des algo-
rithmes itératifs.

Exemple 38 (decomposition) En continuant l’exemple . La QBF
¢ = Va3dVed f~—((e—d)——(f—a))
est décomposée existentiellement, par 'appel
decompositionz(—((e—d)—=(f—a)),1)
apres avoir éliminé les double-négations, en la QBF

€ =Va3ddVedf3z33za3z1 ((e—d) 21 )A((f—a)—22)A((21—72) > 23)\Z3
= Va3dVedfIz3IzeTz1 ((e—d) =21 )AN((f—a)—2z2)A\((21—7Z2)— 1)

~—

et universellement en la (QBF

€ 2 Vaddved [ g¥oaon ((e—d) o2t — ((f—) ) — (21— 72) > 25)—75))
& VaIdVedfVz3VzoVz1 (((e—d)—z1)A((f—a)—22)A((21—72) < 23)—7Z3)

La décomposition suggere une nouvelle forme normale utilisant conjonctivement (ou
disjonctivement) la brique de base sur des littéraux ((zoy)«<z) que nous définissons ainsi.

Définition 42 (contraintes et formes normales de contraintes) Une contrainte
est une formule propositionnelle de la forme ((xoy)«<z) avec x € {T, L} ou bien |z| € SP,
y € {T,L} ou bien |y| € SP et z € {T,L} ou bien |z| € SP. Une contrainte quantifiée
est une QBF close prénexe dont la matrice est une contrainte. L’ensemble des contraintes
quantifiées est notée C. Une QBF close prénexe est sous forme normale de contraintes si
c’est une QBF de la forme Q N\,<;<,, K; avec K; des contraintes.

Le choix du terme contrainte n’est pas un hasard, il fait référence a la résolution de
[problemes de satisfaction de contrainted; nous aborderons les liens dans la derniére section
de ce chapitre.

La complétude, aussi bien pour ce qui est de la validité que de la préservation des
modeles, de ce fragment QBF est immédiate grace aux algorithmes de décomposition.

Il existe des QBF prénexes sous forme normale de contraintes qui ne sont le résultat
d’aucune décomposition, par exemple la QBF Va3c3d((cVd)«——a). La bi-implication a
deux statuts dans la forme normale de contraintes : il est un connecteur binaire a 'instar
de la conjonction ou du ou-exclusif et il est constitutif du motif de la contrainte.
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

4.2 Schémas et regles

La décomposition qui permet de transformer, tout en préservant les modeles propo-
sitionnels, une QBF prénexe quelconque en une QBF sous forme normale de contraintes
conserve les connecteurs binaires et ne rompt pas la structure de la QBF initiale. La forme
normale de contraintes nous permet d’exploiter localement, au niveau de la contrainte
quantifiée les propriétés des quantificateurs puis de propager le caractere nécessaire des
substitutions a 'ensemble de la QBF.

Théoréeme 9 Soit une QBF sous forme normale de contraintes QM = Q \i<,;<,, Ki. Si
QM est valide alors toutes les contraintes quantifiées Q]SP(KZ,)K}, pour 1 < i < n, sont
valides.

Il est particulierement intéressant de remarquer que la réciproque du théoreme M est
fausse comme le démontre I’exemple suivant.

Exemple 39 Les contraintes quantifiées Yd3a3e((—an—e)—d) et VdIaTe((aVe)—d) sont
valides mais la QBF sous forme normale de contraintes Vd3aTe(((—an—e)—d)A((aVe)—d))
ne l’est pas.

Le théoreme M offre implicitement un algorithme de propagation des substitutions
nécessaires a la validité : si une seule des contraintes quantifiées est non-valide alors la
QBF est non-valide ; si un symbole propositionnel quantifié existentiellement est contraint
a étre équivalent a une constante logique ou a un littéral alors ceci se propage a I’ensemble
de la QBF.

Nous abordons d’abord quelques cas de contraintes quantifiées exemplaires pour en-
suite en extraire des schémas généraux exhaustifs. Le cas le plus simple est lorsque la
contrainte quantifiée entraine la non-validité de la QBF : il en est ainsi lorsque la con-
trainte quantifiée ne contient que des constantes logiques ne satisfaisant pas la sémantique
du connecteur logique, par exemple ((L—_1)«_1); il en est de méme lorsqu'un symbole
propositionnel existentiellement quantifié ne peut plus étre valué a aucune valeur de vérité
possible pour rendre la contrainte quantifiée valide, par exemple Hd((—l——>d)<—>3) ; il en est
aussi de méme lorsqu’un symbole propositionnel universellement quantifié est forcé par la
sémantique du connecteur logique a étre valué a une unique valeur de vérité, par exemple
Ve((T—_L)«e); enfin il peut y avoir des cas plus complexes qui prennent en compte un
mélange des cas précédents, tel que par exemple JaIdVe((a—d)«e). Un autre cas sim-
ple est lorsque la contrainte quantifiée ne peut étre que valide car la contrainte est une
: il en est ainsi lorsque la contrainte quantifiée ne contient que des constantes
logiques satisfaisant la sémantique du connecteur logique, par exemple ((L—L1)<T);
il en est de méme lorsque les symboles propositionnels n’influencent plus la valeur de
vérité de la contrainte, par exemple puisque ((L—d)<T) = T les contraintes quantifiées
Ad((L—d)<—T) et Vd((L—d)«T) ne peuvent étre que valides (ceci est a rapprocher de
la [propagation « don’t care »|). La propagation apparait lorsque la validité de la contrainte
quantifiée force par la sémantique du connecteur logique les symboles propositionnels (ex-
istentiellement quantifiés) a étre valués soit a une constante soit a la méme valeur de vérité
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4.2 Schémas et regles

(ou la valeur de vérité complémentaire) qu’un autre symbole propositionnel (quantifié ex-
istentiellement ou non), par exemple Id3eVa((a—d)—e) force d et e a la valeur de vérité
vrai, de méme JaVeId((a—d)«e) force a a la valeur de vérité vrai et d, fonctionnellement,
a la valeur de vérité de e. Ces derniers exemples montrent s’il en était besoin 'importance
de l'ordre des quantificateurs dans le lieur de la contrainte quantifiée. Forcer au niveau
sémantique un symbole propositionnel revient au niveau syntaxique & réaliser une sub-
stitution et éliminer le quantificateur associé au symbole propositionnel substitué. Dans
ces deux exemples, une fois les substitutions réalisées, les contraintes sont des tautologies ;
ce n’est pas nécessairement le cas comme dans 'exemple JeVaId((a—d)«<e) qui ne force
qu’uniquement e a la valeur de vérité vrai. De ces schémas et de leurs conséquences, nous
extrayons des regles.

Définition 43 (schémas et régles) Unschéma est une séquence de symboles de la forme
Q((XoY)—=Z) avec X € {z,T,L}, Y € {y,2,7,T,L}, Z € {2,y,9,2,%, T, L}, Q une
permutation de (s’ils sont définis) qz|z| si X € {z,T}, qyly| st Y € {y, 7} et q.|z| si Z = =z
avec qg, qy,q- € {3,V}. Par abus de langage, ((XoY')—Z) et Q sont aussi appelés respec-
tivement matrice et lieur. La fonction T associe un schéma & une contrainte quantifiée si
celle-ci est une instance de celui-la.

Un schéma est contradictoire si toute contrainte quantifiée, instance de ce schéma, est
non-valide. Tous les autres schémas sont tels que toute contrainte quantifiée instance de ce
schéma admet un modele QBF. Un schéma est tautologique si pour toute contrainte quan-
tifiée, instance de ce schéma, la matrice est une tautologie. Un schéma est contingent si
pour toute contrainte quantifiée, instance de ce schéma, aucun des symboles propositionnels
(existentiellement quantifiés) n'est forcé a étre valué a une valeur vérité ou fonctionnelle-
ment a la valeur de vérité d’un autre symbole propositionnel. Un schéma induit une regle
de propagation /simplification si pour toute contrainte quantifiée, instance de ce schéma,
tous les symboles propositionnels (existentiellement quantifiés) sont forcés a étre valués a
des valeurs de vérité ou fonctionnellement auz valeurs de vérité d’autres symboles propo-
sitionnels. Un schéma induit une régle de propagation si pour toute contrainte quantifiée,
instance de ce schéma, une partie des symboles propositionnels (existentiellement quan-
tifiés) sont forcés a étre valués a des valeurs de vérité ou fonctionnellement aux valeurs
de vérité d’autres symboles propositionnels. Une reégle associe a un schéma les couples
constitués d’un symbole propositionnel forcé et de sa valeur exprimés sous la forme de
substitutions.

Exemple 40 (schémas et regles) — Le schéma 3|z|3|y|V|z|((z—y)—2) est un schéma

contradictoire ;

— le schéma 3|y|((L—y)<—T) est un schéma tautologique ;

— le schéma V|z|3|z|3|y|((z—y)—2) est un schéma contingent ;

— au schéma I|z|V|z|3|y|((z—y)<—2) est associé la substitution [x «— T] [y «— 2| au
sein d’une régle de propagation/simplification ;

— au schéma 3|z|V|z|F|y|((x—y)—z2) est associé la substitution [z «— T| au sein d’une
regle de propagation.
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Les regles sont correctes pour I’'équivalence qui préserve les modeles QBF (cf. Démons-
trations, lemme B8) et 'argument de correction qui suit met en exergue que la propriété
locale d’un schéma s’étend globalement a la QBF contenant conjonctivement une con-
trainte quantifiée suivant un tel schéma (K une contrainte, @ un lieur et F' une formule
propositionnelle) :

L. Si Q|sp(r)K est une instance d’un schéma contradictoire alors Q(KAF') est non-
valide.

2. Si Qlsp(x)K est une instance d'un schéma tautologique alors Q(KAF) = QF.

3. Si Q|sp(r)K est une instance d'un schéma associé a une substitution instanciée
sur les symboles propositionnels de K en une substitution ¢ au sein d’une regle de
propagation /simplification alors Q(KAF) = Q(XAc(F')) avec ¥ la formule proposi-
tionnelle associée a la substitution.

4. Si Q| sp(k)H est une instance d’un schéma associé a une substitution instanciée
sur les symboles propositionnels de K en une substitution ¢ au sein d’une regle de
propagation alors Q(KAF) = Q(XA0((KAF))) avec ¥ la formule propositionnelle
associée a la substitution.

La définition B3] autorise des schémas dits « redondants » car possédant des instances
communes.

Exemple 41 (Schémas redondants) Les schémas V|y|V|z|((Toy)<z) et V|z|V|y|((ToZ)«7y)
sont redondants car la contrainte quantifiée Ya¥d((To—a)«——d) est une instance de ces
deux schémas par les substitutions [y «— —al[z <+ —d] et [z — a|ly « d], respectivement.

Il existe deux cent-huit schémas non-redondants qui sont explicités dans les tables 4.1
a 4.5 qui contiennent les schémas contradictoires, les régles de propagation/simplification,
les regles de propagation, les schémas tautologiques, et les schémas contingents pour le con-
necteur d’implication. Par dualité et sans surprise, le nombre de schémas contradictoires
représentent la moitié de la totalité des schémas non-redondants.

Chaque contrainte quantifiée est une instance d’un unique schéma non-redondant et
tout schéma admet au moins une instance donc les contraintes quantifiées peuvent étre
partitionnées en des classes d’équivalence pour la substitution par rapport & un schéma.
Nous formalisons cette remarque par la définition d’une relation d’équivalence sur les
contraintes quantifiées.

Définition 44 (relation ~) Soit ¢ et ¢ deux contraintes quantifiées. ¢ ~ ¢ s’il existe un
schéma non-redondant s tel que 7(c) = s et () = s.

La relation ~ est une relation d’équivalence et dans la suite nous confondons, d’un c6té,
la classe d’équivalence avec le schéma non-redondant dont toutes les instances sont mem-
bres et, d’un autre coté, C /~ avec Pensemble des schémas non-redondants (cf. Démonstra-
tions, lemme BY).
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4.2 Schémas et regles

TAB. 4.1 — Schémas contradictoires

((L—1)e1)
V‘Z’((LHT)HZ)
Y]yl ((L—y)=y)
Vly|v|z|((L—y)z)
((T—>L)<—>—|—)
V|z|((T—T)e2)
Ay|((T—y)=7)
V]y[V|z[((T—y)<2)
V]z|((z—L)<1)
V|x|((x—>J_)<—>x)
Jz|V|z|((z—L1)<2)
V|z|((z—T)<1)
|z |V|z|((z—T)<2)
V|z|V|z|((z—T)«2)
V|z|((z—2) )
V|z|V|z|((z—z)2)
V|z|((z—T)+1)
V|z|((z—7) )
EI|z|V|ﬂ:|((x—>x)<—>z)
V]z|3y|((z—y
Vly[3|z|((z—
Vy|V|z|((z—
V]z|V|y|((z—
((
((
((

o )

H

)
Y)
Y)
)Hw
Y]y|¥|z|((z—y)
|z |V|y|((z—y)
Y]z |3lyl((z—y)
V]y|3|z[((z—y)
ﬂ\w!V!zw!y\((ﬂHy 2z
|z |V|2 |V ]yl ((z—
Y]y[3|z|V]2|((z—
Y]y[3| 2|V || ((z— y
Az|V|z|V|y|((z—y
V2|V |||yl ((z—y
V|2 |V]y|3|z|((z—y

V|Z|((J_—>J_)<—>Z)
Alyl(L—y)=L)
VIy|((L—y)<7)

vz 3|yl ((L—y)—z)
V‘Z’((THL)HZ)
Vy|((T—y)—L)
VIyl((T—y)<7)

Az V]y|((T—y)—z)
V]z|((z—L1)<=T)
Jz|V|z|((z—L)—2)
V]z|V|z|((z—L)<2)
V|z|((z—T)<n)
V]z|V|z|((z—T)2)
Jz|((x—x)L)
V|z|((z—z)-T)
V]z|3|z|((z—2)z)
V|z|((z—T)<T)
|z V[z|((z—T) <2)

V|z|V|z|((z—T)2)
V]2 |V|y|((z—y) <L)
V]y|V|z|((z—y) 1)
Jz|V|y|((z—y) )
Ay|V|z|((z—y) )
vz |V|y|((z—y)-T)
V|y|V|z|((z—y)<y)
V]2 |V]y|((z—y)<Y)
V]y|V|z|((z—y)<Y)
V]z[3[y|V|z](z—y)<2)
|z |3z |V |y|((z—y)<2)
Jy Bz V|| ((z—y)=2)
V]y|V|z|V|z]|(z—y) < 2)
V]y|V|z|3]z|(z—y)<2)
|23z |V |y|((z—y)—2)
2 |V|y|V|z|((z—y)=2)
V|2|Vy|V]z|(z—y)<2)

(L=T)<1)
Vly|((L=y)=L1)
Ay|Vlz|((L—y)=2)
Vlz|V]y|((L—y)—2)
(T—=T)<1)
VIy|((T—y)<T)
Aly|V]z|((T—y)=2)
V2V [y|(T—y)—z)
Az|((z—L) )
V|z|V|z|((x—L1)<=2)
Jz|((z—T)=L)
V|z|((z—T)<x)
Vl|z[3|z|((z—T)<z)
V|z|((z—x)—L1)
Az|V|z|((z—x)—2)
Vlz|V|z|((z—x)-z2)
V|z|V|z|((z—T)-z)
Az |V]y|((z— )
Ay|v]z|((z—
vz |V]y[((z—
vz |3y (
(
(
(

1
&

Vly|3|]
Vly|vlz|((z—

3|y|V|z|((z—y
3|z [3y|v|z|((z—y

8

—

(z—y)e
(z—y)
(z—y)
(z—y)
(z—y)
(z—y)
(z—y)
)

V|z|v]y|viz| l'—>y “z

((

Vlz|v|z3ly|((z—
Aylv|z[V]z[((z—
3|y|V|z|V]z|((z— y
ly|v|z[v|z|((z—y
Vlz|V]z[3Bly|((z—y
VlzBly[v|z|((z—y
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TAB. 4.2 — Regles de propagation/simplification

Alz|((L—=L)<z)
Aly|((L—y)y)
Aly|3=z|((L—y)<z)
3|23yl ((L—y)=2)
Alz|(T—L)=z)

Jy|((T—y)<L)

Aly|3|z|((T—y)=2)
Az |3y[((T—y)<z)
Alz|((@—L)=L1)

Alz|3|z|((z—L)—2)
Alz[3|z|((z—L)<2)
Alz|((z—T) )

Az |3|z|((z—T)2)
A|z|3|z|((z—T)<2)
dlz|((z—z) )

Alz|3|z|((z—x)—2)
Az |z|((z—x)—2)
Alz|((z—T) L)

Alz|3|z|((z—T)—2)
lz[3[z|((z—T) < 2)
Az 3[y[((z—y) L)
Az|v|y|((z—y)=T)
Alz[3[y[((z—y) =
Jz|V|y|((z—y) =
Az |V]y[((z—y)
Az |3yl ((z—y)
Al (3] 2[V|y[((z—
Aly|3|z|V|z|((z

2|3z |v]y|((=

oy
]
Y)ez)
—y)e2)
—Y)ez)

Alz|(L—=T)ez)
Ay|((L—y)-y)
Vly[3|z[((L—y)<2)
2| V]y|((L—y)=2)
Az|(T—T)ez)
Ayl((T—y)=T)
V]y[3[z|((T—y)2)
V]2 3y[((T—y)<2)
Alz|((@—L)=T)
V|z|3|z|((z—L)«2)
V|z|3|z|((z—L)<z)
Alz|((z—T)<T)
V|z|3|z[((z—T)<z)
Az |V|z|((z—T)<2)
Alz|((z—z)-7)
V|z|3|z|((z—x)2)
A z|V|z|((z—x)—2)
Alz|((2—T)=T)
V|z|3|z|((z—T)«2)
V|z|3|z|((z—T)2)
Aly|3|z|((z—y)—L)
Aly|Vl|z|((z—y)=T)
Aly|3|z|((z—y) )
Aly|vl|z|((z—y)<7T)
Ay|Vlz|((z—y)<y)
)<Y)

—
<

3|y 3| ((z—y

3|z[v|z[3]y|((z—y)—2)
y|vlz3|z|((z—y)=2)
3|23ly|V|z|((z2—=y) = 2)
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TAB. 4.3 — Regles de propagation

Az|vlzFy|(z—y
3 2v]y[3|z]((z—y

[z — T]
[z — T]

)=2)
)=2)




4.2 Schémas et regles

TAB. 4.4 — Schémas contingents

(
(
3Jy[3|z(3]=(
(
(
(

Az Fy|((z—y)«T)
V]y|3|z[((z—y)=T)
Ay |3|z|((z—y) e
|z 3lyl((z—y)
Az 3[y[3| 2| ((z—
V|z|V|y|3]2|((z—
(z—
V]y[V|2|3]2|((z—
213z [3]y| ((z—
V|2 3]y 32| ((z—

—
—
—
—Z
—
—

z
z

z
z

) | 3lz[V]y[3|z|((z—
) | 32318yl ((e—
z) | 3lylvlz(3|z[(

) | 3lyl3Iz[3]|((e—
g vlz3zBly|((z—

V|z[3y|(z—y)=T)
Jz|3y[((z—y)<7)
V]y|3|z|((r—y)<T)
Fy[3z[(z—y)-y)

—Z

—Z

—Z

<

(z—y)
(z—y)
(z—y)e=
(z—y)
(z—y)

z

Jz|Iy|(z—y
Y]y 3|z |((z—y
) | Y]z 3y |3z |((z—
) | Y]z 3|23yl ((z2—
) | Yy 3]z |3z |((z—
) | YIy3[z3]z|((z—
) | 323y Pz ((z—

Ay|3z|((z—y)=T)
V]z|3y|((z—y) <
(( ;

)
)
)

<
<
<
<

<

Y)
Y)
Y)
Y)
Y)

z
z

I\

z
z

)
)
)
)
)

TAB. 4.5 — Schémas tautologiques

(
Vlz|(
3||(

(

(
(
(
(

r—x)
V|z|((x—T)

(L=D)e—T)
VIyl((L—=y)=T)

yl((T—y)=y)
r—1)T)

T)

—
<—>f)

((L—=T)eT)
((T—>L)<—>L)
VIy|((T—y)<y)
Jz|((z—T)=T)
V|z|((x—x)<T)

Ayl (L—y)=T)
(T—=T)<T)

dlz|((x—L1)<T)
Viz|((z—T)=T)
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

4.3 Propagation

Nous construisons 'algorithme 8, propagation, qui prend en entrée une QBF sous
forme normale de contraintes, qui applique I’ensemble des régles de la section précedente
jusqu’a obtention d’un point fixe, qui signifie qu’il n’y a plus que des instances de schémas
contingents, et qui retourne une forme normale de contraintes. Si un point fixe n’est pas
atteint, c’est qu’il demeure soit une instance d’un schéma contradictoire, dans ce cas la
QBF est non valide, le calcul du point fixe est interrompu et non_valide est retourné,
soit une instance d’un schéma tautologique, dans ce cas la contrainte est purement et
simplement supprimée, soit une instance d’un schéma de propagation /simplification, dans
ce cas la contrainte est supprimée et la substitution propagée aux autres contraintes, soit
une instance d’un schéma de propagation, dans ce cas la substitution est propagée aux
autres contraintes. Si le point fixe est atteint (sans contrainte quantifiée instance d’un
schéma contradictoire), celui-ci est I’ensemble des contraintes restantes quantifiées par le
lieur original restreint aux quantificateurs des symboles propositionnels présents dans la
matrice.

Théoréme 10 Soit F' une QBF sous forme normale de contraintes alors propagation(F)
termine et propagation(F) = F.

La spécification d’un algorithme étendant l’algorithme 8 a I’équivalence qui préserve
les modeles QBF est un peu plus technique a décrire puisque les arguments de correc-
tion des régles de propagation/simplification et de propagation ne sont pas [clod pour
la forme normale de contraintes (puisque rajoutant la formule associée & la substitution
pour préserver les modeles QBF) tandis que sa restriction a I’équivalence qui préserve les
modeles propositionnels I'est (la formule associée a la substitution étant supprimée).

Exemple 42 En continuant ’exemple [88. La propagation tracée en figure 4.2 est pour la
@BF sous forme normale de contraintes

Va3ddVed f3z332z9321 ((e—d)—2z1)A((f—a)—2z2)A((z1—Z2)—L)
A gauche de la ligne qui figure le temps sont inscrites les contraintes quantifiées ainsi que
les substitutions tandis qu’a droite sont inscrits les schémas (et, le cas échéant, les régles)

ainsi que leurs références dans les tables (données par le couple (colonne,ligne)). Donc,
d’apres le théoréme [l

¢ =VaddVedfIz33z9321 ((e—d) =21 )A((f—a)—2z2)A\((21—7Z2) L)

donc la QBF £ est valide. Iiors de la propagation, la substitution [d «— T] indique le
caleul de la fonction booléenne d = {(vrai — vrai), (faux — vrai)} comme faisant partie
de tout modéle.
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4.4 Génération

Algorithme 8 propagation

Entrée: Une QBF sous forme normale de contraintes Q A,;c; K;
Sortie: Une QBF sous forme normale de contraintes
tant que Il existe une contrainte K, i € I, telle que Q| sP(k;) i ne soit pas instance
d’un schéma contingent faire
si Q| sp(K;)Ki est une instance d’un schéma contradictoire alors
retourner non_valide
fin si
si Q|sp(k,) K est une instance d’un schéma tautologique alors
I:=1T1\{i}
sinon si Q|sp(k,)Ki est instance d’un schéma associé & une substitution instanciée
sur les symboles propositionnels de K; en une substitution ¢ au sein d’une regle de
propagation /simplification alors
I:=1T1\{i}

tant que j € I faire

Kj = o(Kj)
fin tant que
sinon

Q| SP( Ki)Ki est une instance d’un schema associé a une substitution instanciée sur les
symboles propositionnels de K; en une substitution ¢ au sein d’une regle de propa-
gation
tant que j € I faire
Kj = o(Kj)
fin tant que
fin si
fin tant que

retourner Q|8P(Uiele’) /\iel K;

4.4 Génération

Il est assez délicat d’obtenir les schémas non-redondants et les regles sans le faire
algorithmiquement, nous avons donc, dans ’esprit de la figure 4.1, conc¢u des automates et
programmes en pour les générer systématiquement et les compiler dans un langage
de programmation cible. L’automate de la figure 4.3 géneére les matrices possibles des
schémas non-redondants auxquelles doivent étre rajoutés les lieurs.

Pour un connecteur binaire donné, c’est sa sémantique qui permet de calculer si un
schéma est contradictoire, tautologique, contingent ou s’il est associé soit a une regle
de propagation/simplification soit & une regle de propagation. La base littérale (cf. B)
est ici un outil puissant pour faire apparaitre si les contraintes quantifiées instances des
schémas sont non-valides ou si les symboles propositionnels ont des valeurs de vérité forcées
pour conserver la validité. Nous définissons une « contrainte quantifiée représentante d’un
schéma » comme étant ce méme schéma dont les littéraux ont été substitués par des
symboles propositionnels et les complémentaires par des symboles propositionnels précédés
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

29321 ((z1—%2) L) Jy|F|z|((z—y)eL)
(2,21) table 4.2
ly — L[z « T]
Va3 fIz((f—a)e2) Vly3|z|3]z|((z—y)<2)

(3,7) table 4.4
¢ [20 — T| =a—

Va3f((f—a)=T) Vly|3fz|((2—y)=T)
(1,2) table 4.4
Advedzi((e—d)—z1) 3|y|v]z3|z|((z—y)=2)

(2,7) table 4.4

‘[zlg"l'] -

JdVe((e—d)—T) Aly|v|z|((z—y)<=T)
(2,22) table 4.2
[d—T] -——— [yT]

Y

Fia. 4.2 — Propagation de I'exemple

Q = {T7 J‘? x7f7 y7y7 z}

(T,1,z,7) &x
{y} — O—L N

7f7 z}
{L, T,z O

{T’ J‘? y’ y’ Z}

FiGg. 4.3 — Automate de génération des schémas non-redondants
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4.4 Génération

d’une négation. Les gardes forcant les symboles propositionnels existentiellement quantifiés
d’une base littérale optimale et les substitutions des regles de propagation(/simplification)
vérifient alors les équivalences suivantes (cf. Démonstrations, lemme ET) :

— le schéma est contradictoire si et seulement si la base littérale est non_valide ;

— le schéma OE est tautologique si et seulement si la base littérale optimale bl est
équivalente & la base littérale (Q | (T, T)"™) avec n le nombre de quantificateurs du
lieur;

— le schéma induit une regle de propagation (/simplification) si et seulement si toutes
les substitutions sont telles que :

— [z < T] si et seulement si grd(z,bl) = (T,L1);

— [z« 1] si et seulement si grd(z,bl) = (L, T);

— [z <« —y] si et seulement si grd(z,bl) = (—y,y);

— [z < y] si et seulement si grd(zx,bl) = (y, —y).
(QE un schéma, sa contrainte quantifiée représentante R et une base littérale optimale bl
telle que bl* = R).

Seuls les symboles propositionnels existentiellement quantifiés sont substitués et un
littéral x est toujours substitué par un littéral y tel que y < = dans le but de préserver la
correction (quoique cela ne soit pas nécessaire dans le cas de deux littéraux dans la méme
classe d’équivalence induite par le lieur). Un schéma entrainant une substitution [z « y]
avec x < y, x symbole propositionnel existentiellement quantifié et y symbole proposi-
tionnel universellement quantifié ne peut apparaitre que dans un schéma contradictoire,
ce qui correspond dans le cas de la [césolufzon] pour la [logique des prédicats & échouer au
[Eesi_doccurrencd dans 1{untfication}

Exemple 43 Le schéma V|z|3|z|((x—T)—2) entraine une substitution [z « Z| tandis que
le schéma 3|z|V|z|((x—T)<z) est contradictoire.

La table 4.6 (resp. table 4.7) met en relation les bases littérales des contraintes quan-
tifiées associées et les schémas menant a des régles de propagation/simplification (resp.
propagation) pour 'implication.

Exemple 44 Schémas et bases littérales Au schéma V|z|V|y|((x — y) < T) est associée
la contrainte quantifiée représentante VaVy((x—y)<——x).
— La contrainte quantifiée IxIYyVz((z—y)<—z) est non-valide donc le schéma I|x|3|y|V|z|((z —
y) < z) est un schéma contradictoire ;
— la contrainte quantifiée Jy((L—y)<—T) a pour base littérale optimale réduite (Jy | (T, T))
donc le schéma y|((L—y)—T) est un schéma tautologique ;
— la contrainte quantifiée Vz3z3y((z—y)—z) a pour base littérale optimale réduite
(Vz3z3y | (T, T); (T, 2); (2, (x=72))) donc le schéma V|z|3|z|3|y|((x — y) < z) est
un schéma contingent ;
— la contrainte quantifiée xVzIy((x—y)—z) a pour base littérale optimale réduite
(FaVzTy | (T,L); (T, T);(2,72)) donc au schéma I|z|¥|z|F|y|((x — y) < 2) est as-
socié la substitution [x «— T|[y < z| au sein d’une régle de propagation/simplification ;
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— la contrainte quantifiée Iz¥xIy((x — y) < 2) a pour base littérale optimale réduite
(F2VaeTy | (T,L);(T,T);(T,—x)) donc au schéma I|z|V|z|T|y|((z — y) < z) est
associ€é la substitution [z «— T] au sein d’une régle de propagation.

Nous avons implanté la chalne entiere de transformations qui va de la table de vérité
pour un connecteur binaire jusqu’a un code pour un langage cible. Cette démarche est
représentée dans la figure 4.1. C’est un programme Prolog basé sur un algorithme de cal-
cul des bases littérales qui génere les schémas contradictoires, les schémas tautologiques
et les régles de propagation(/simplification) pour 'implication, présentés ci-dessus, la con-
jonction, la disjonction, la bi-implication et le ou-exclusif, non présentés. Ce programme
implante 'automate de la figure 4.3 qui calcule tous les schémas possibles; de chacun en
est dérivé immédiatement une contrainte quantifiée dont la base littérale optimale réduite
est calculée ; de celle-ci est déduite s’il y a lieu une regle. Pour chaque connecteur binaire
est donc généré a partir de sa table de vérité du code dans un langage cible.

4.5 Propagation dans ’espace des schémas
L’algorithme 8 nécessite, a chaque fois qu’une substitution est effectuée et pour les

contraintes quantifiées dont au moins un symbole propositionnel a été modifié, de recalculer
les schémas associés a celles-ci selon le diagramme ci-dessous.

Q|S73(c)c eC Q'SP(U(C))U(C) ec
cgER
T T
7(Qlsp(e)c) € C/n T(Qlsp(o(eyo(c)) € C/n

Si lalgorithme du calcul d’un schéma (une série de tests) est élémentaire, étant re-
produit un tres grand nombre de fois, il en devient tres cotteux. Mais connaissant la
substitution, le calcul du nouveau schéma pour la contrainte quantifiée ayant subie celle-ci
peut étre décomposé en deux phases dont 'une consiste a calculer et l'autre a appliquer
une abstraction de la substitution, une substitution sur schéma, dans ’espace quotient de
la relation d’équivalence ~. Si le calcul de la substitution sur schéma reste dynamique,
I’application de celle-ci peut étre construite une bonne fois pour toutes et compilée a part
car elle représente le comportement des schémas par rapport aux substitutions de schéma
qui est fixe. La définition de la substitution sur schéma découle des trois possibilités de
substitutions pour un littéral existentiellement quantifié qui sont soit par une constante
propositionnelle, soit par un littéral déja présent dans la contrainte, soit par un littéral
non encore présent dans la contrainte.
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4.5 Propagation dans I’espace des schémas

TAB. 4.6 — Bases littérales optimales pour les régles de propagation/simplification

J|z|((L—1)<2) (T,1)
Aly|((L—y)y) (T,1)
Aly|3=|((L—y)<z) (T, T)(T, L)
Alz[3yl((L—y)=2) (T, L);(T,T)
J|z|((T—1L)<2) (L, T)
Ay|((T—y)<L) (L, T)
Aly|3|z|((T—y)=2) (T, T); (y, )

Az |3y[((T—y)—z) (T, T); (2, 72)
3’%‘((m—>L)<—>L) (T,L)
Alz|3|z|((z—L)—2) (T, T); (mz,x)
Alz[3|z|((z—L)<2) (T, T)i(—z,2)
J|z|((z—T)ex) (T,1)
J|z|3|2|((x—T)«2) (T,T);(T,1)
A|z|3|z|((x—T)2) (T,L);(T,T)
dlz|((z—z) ) (T,1)
J|z|3|z|((x—z)2) (T,T);(T,1L)
J|z|3|z|((x—z)2) (T,L);(T,T)
J|z|((z—7T) L) (T,1)
Alz|3|z|((z—T)—2) (T, T); (mz,x)
lz[3[z|((z—T) <2) (T, T)(—z,2)
Alz[3[y|((z—y)—L) (T, L) (L, T)
Az Vly|((—y)=T) | (L, T)(T,T)
Alz3[y|((z—y) ) (T, L); (T, 1)
|z V]y|((z—y)<7T) (L, T) (T, T)
Az V]y|((z—y)<y) (T, L);(T,T)
Alz[Fly|((z—y)<7) (L, ) (L, T)
Alz[3[2|V]y[((z—y)2) | (L, T); (T, L) (T,
Aly| 3|z V|| ((z—y)2) | (T,L); (T, L) (T,
Az 32|yl (z—y)=2) | (T, L); (L, T); (T,

|z|((L—=T)«=2)
Ay|((L—y)=T)
Vly[3|z[((L—y)<2)
F2|V|y|(L—y)=2)
Az|((T—T)<z2)
Ayl((T—y)=T)
Y]y |3z ((T—y)<z)
V[z[3y|((T—y)<2)
Jlz|((z—L)=T)
V|z|3)z|((z—L)«2)
V|z|3|z|((z—L)<z)
J|z|((z2—T)«7)
V|z|3|z[((z—=T)<z)
A|z|V|z|((z—T)<2)
Jlz|((z—z)<7)
V|z|3)z|((z—x)«2)
|z|V|z|((z—x)—2)
Jlz|((z—T)=T)
V|z|3)z|((z—T)«2)

V|z[3|z|((z—T) < 2)
Ay|3|z[((z—y) L)
Ay|V|z|((z—y)=T)
Aly|3|z|((z—y) )
Ay |V|z|((z—y)<T)
Fy[V|z|((z—y)=y)
Aly|3|z|((z—y)<7)
T) || 3|23yl ((z—y)=2)
) || AylvI=PBz|((z—y)=2)
) || 33y V2| ((z—y)<2)

(T, 1)

(L,T)

(T, ) (T, 1)

(T, L) (T, T)

(T, 1)

(T, 1)

(T7 T); (y7 _'y)

(T’ T); (Z’ _'Z)

(L,T)

(T’ T); (_'x’ :C)

(T7 T); (_‘Zv Z)

(L,T)

(T, T)(T, L)

(T, L) (T, T)

(L,T)

(T, 1) (T, 1)

(T, L) (T, T)

(L,T)

(T’ T); (_'x’ :C)

(T7 T); (_‘Zv Z)

(L, T (T, 1)
(T,L):(T,T)

(T, L) (T, 1)

(L, Ty (T, T)

(T, L) (T, T)

(L, Ty (L, T)

(T’ J—); (T’ T); (Z’ _'Z)
(J-’ T); (T’ T); (_'Z’ Z)
(T, L); (T, L); (T, T)

TAB. 4.7 — Bases littérales optimales pour les regles de propagation

3| 2|V|z[ 3|yl ((z—y
3|2y z[((z—y

)=2)
)=2)

(T, L); (T, T);(T,—z)
(T, L) (T, )i (y, T)
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

Définition 45 (substitution sur schéma) L’ensemble des substitutions dans l’ensem-
ble des schémas C,.. est

{lo=Tl[o— 1]|o€{z,y,2}}U
{lo—01,J0o=0d]]oe{x,y,2},0 € {x,y,2} \ {o}}U
{flo=1| o€e{xzy, 2},
le{d<,<3,3<<,<T <<V YV <<, <V <, <<V}

Dans la définition précédente, le symbole « < » marque la position dans le lieur d’un
littéral qui n’a pas été substitué ; le symbole 3 signifie que le littéral existentiellement quan-
tifié a été substitué par un autre littéral existentiellement quantifié; le symbole V signifie
que le littéral existentiellement quantifié a été substitué par un littéral universellement
quantifié.

Les substitutions sur schéma [0 « 3 <], [o «—< T], [o «— V <] et [0 «—< V] ne
peuvent étre appliquées que sur des schémas contenant deux quantificateurs; les autres
substitutions sur schéma [0 «+ 3 <<], [0 —< I <], [0 —<< T, [o — V <<], [o —< V <] et
[0 «—<< V] ne peuvent étre appliquées que sur des schémas contenant trois quantificateurs.

Exemple 45 Les vingt-quatre substitutions sur schéma possibles (o un connecteur bi-
naire) sur le schéma 3|x|3|y|3|z|((xoy)«=2).

o €Re,. | 0(3z[Blyl3|z|((xoy)=2)) | 6 € Re,. | a(3|z[3Bly[3lz|((woy)«—2))
[z =TI 3|y[3|2[((Toy)2) [z — 1] 3|y3|z|((Loy)=2)

[z =3 << | 3lzPFyF|2|((xoy)=2) [z =V <<J | Y]z Ty [3|2|((xoy) =)
[y < Tl 3|z |3|z|((woT)=2) [y — L] 3|z[3|z|((zo L) 2)
[y — 3 <<] | 3lyBlz|3|2|((woy) —2) [y =V <<] | Vly|3|z|3|2|((zoy) —2)
[y =<3 <] | 3lzPlyF2|((xoy)=2) [y =<V <] | 3lz|v]y[3|z|((xoy) ==)
[y — ] 3|z|3|2|((wox) =2) [y — ] 3|z [3|2|((woT)=2)
F«‘ —T] 3|z 3ly[((zoy)=T) F«‘ — 1] 3|z [3|y|((zoy) 1)
[ [

[ [

[ [

[ [

z 3 <<] | 323z 3yl((zoy)«2) z =V <<] | V]z]3]z|3y[((zoy)«=2)
z <3 <] | 3|z|323yl((zoy)«2) z <V <] | 3|z|V|z|3y|((zoy)«2)
z << d] | Jz|3y|3|z|((zoy)«2) z << V] | 3|z|Fy|V|z|((voy)«2)
2z 7] Az 3|y|((zoy) ) z 7] 3|z [3|y|((zoy)+T)
z =y Jlz[3lyl|((zoy)<y) z <7 Jlz[3y|((zoy) <y)

Nous définissons sans U'expliciter algorithmiquement (car elle est fastidieuse mais élé-
mentaire) la fonction 7 qui permet & partir d’une substitution, selon le contexte de la QBF,
c’est-a-dire la contrainte et le lieur, de calculer la substitution sur schéma correspondante.

Définition 46 (fonction de calcul de la substitution sur schéma) La fonction de
calcul de la substitution sur schéma w calcule a partir d’une contrainte ¢ et d’un lieur
Q une fonction w(c, Q) qui a partir d’une substitution o calcule la substitution sur schéma

6 =n(c,Q)(0) telle que 5(T(Q|sp()c)) = T(Qlsp(a(c))a(c))-
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4.5 Propagation dans I’espace des schémas

Exemple 46 (substitution sur schéma) Soit ¢ = ((a—d)<e) une contrainte d’une
QBF sous forme normale de contraintes de lieur Q = ...Vl...3a...Vd...Je... alors
7(JaVdIec) = F|z|V|y|3|z|((x—y)<z) ; prenons la substitution o = [e «— I] alors la substi-
tution sur schéma correspondante est

(¢, Q)(le = ) Blz[V]yF|z|((z—y)=2)) = [z = V <<]

puisque le résultat de Uapplication de la substitution o sur la contrainte c est o(c) =
((a—d)<1) et que la contrainte quantifiée VI3aVdo(c) est de schéma ¥|z|3|z|V|y|((x—y)—z)
(le « ¥V » de « ¥ << » correspond au « ¥z », le premier « < » correspondant a « 3z » et le
second a « Yy »).

Maintenant, modifions le lieur en Q' = ... 3a...VIl...Vd...3e... ce qui ne change pas
7(JaVd3ec) (mais a <1 au liew de | < a); conservons aussi la substitution o = [e « ]
alors la substitution sur schéma correspondant a la substitution o est maintenant

7le, @) (le — N)@lelvlyl3Iel(e—y)oz)) = [z —< ¥ <]
puisque la contrainte quantifiée JaViVdo(c) est de schéma 3|x|V|z|¥|y|((z—y)—2).

Le diagramme précédent, grace a la fonction de calcul de la substitution sur schéma
devient :

Qlspycel > Qlspo(enolc) €C
cER
T (e, Q)

m(c,Q)(0) € Re, ..
T(Qlspc) €Cpn ———  71(c,Q)(0)(7(Qlsp(e)c) =
7(Qlsp(o(eo(c) € C/n

Comme pour la génération des schémas, celle de la fonction de calcul de la substitution
sur schéma est automatique grace a un programme Prolog et cette fonction est compilée
en un langage cible.

Exemple 47 En continuant l’exemple {3 La propagation tracée en figure 4.4 est pour la
QBF sous forme normale de contraintes

Q(e—=d)=2)A((f—a)=22)A(21—72) = L)

avec Q = VaddVedfdzzdzodz;. A gauche de la ligne qui figure le temps sont inscrites
les contraintes quantifices ainsi que les substitutions tandis que a droite sont inscrits les
schémas (et, le cas échéant, les régles) ainsi que leurs références dans les tables (données
par le couple (colonne,ligne)).
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Chapitre 4. Procédure de décision par propagation

F29321 ((21—722) L)

Va3 fIza((f—a)—22)

[22 < T]

Va3f((f—a)=T)

ddVedz ((e—d)—z1)

[21 + T]

ddve((e—d)~T)

deT] =]

Fy|3|z|(z—y)=1)
(2,21) table 4.2

ly = Tz < T]

Vly[3|z|3)z|((z—y) < 2)
(3,7) table 4.4

> (((f—a)<22),Q)([z2 — T))
=[z < T]

Yly[3z|((z—y)=T)
(1,2) table 4.4
3|y|v]z3|z|((z—y)=2)
(2,7) table 4.4

= m((e—d)2),Q)([1 < T)
—fz T

Fy|v]z|(z—y)=T)
(2,22) table 4.2

[y < T]

F1a. 4.4 — Propagation de I'exemple E7]



4.6 Algorithme complet

4.6 Algorithme complet

L’algorithme 8 de propagation n’est pas suffisant pour décider si une QBF est valide ou
non, pour s’en convaincre il suffit d’écrire une QBF sous forme normale de contraintes ne
contenant que des instances de schémas contingents (elle ne sera pas nécessairement pour
autant non-valide) ; I’algorithme de propagation doit donc étre inséré dans un algorithme

qui lui apporte la Nous avons exploré deux voies.

La premiere est la compilation directe de I'ensemble des schémas et des regles, sans
utiliser la fonction de calcul des substitutions sur schéma, dans un formalisme déclaratif qui
fournit la gestion de la propagation et les mécanismes de parcours de I’espace de recherche
tel que le formalisme L’expérience a été menée avec 'implantation CHR, au sein de
I'interprete/compilateur Prolog de Sicstus. Des prédicats Prolog auxiliaires manipulent les
quantificateurs et les littéraux : un prédicat réalise 'ordre < sur le lieur; des prédicats
testent si le littéral est existentiellement ou universellement quantifié ; un prédicat teste si
deux littéraux sont conjugués. Une regle CHR est constituée d’une « téte » qui associe le
nom de la contrainte et ses arguments, d’un « cou » qui identifie soit une regle de propaga-
tion/simplification ou soit une reégle de propagation et d’un corps constitué d’une garde et
d’actions. La traduction des schémas et régles est directe et intuitive en CHR (voir I'article
sur [CHRI pour plus de détails). La principale difficulté est de modifier CHR pour prendre
en compte les littéraux. Cette implantation a pour principal intérét de valider I’approche
mais le temps d’exécution est exécrable sans doute par le calcul incessant des gardes. Le
code CHR généré pour les cing connecteurs binaires classiques peut étre obtenu a l’adresse :
http://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/Research/QBF/PROPAGATION/propagation.html.

La seconde voie explorée est I'implantation de l'algorithme 2, recherche_prenexe, et
I’insertion, avant I’appel récursif pour éliminer un quantificateur, de I’algorithme de prop-
agation. Le langage de programmation cible est le C++, choisi pour ses performances
et nos connaissances. Le résultat est la procédure de décision pgbf qui implante la ver-
sion utilisant la fonction de calcul des substitutions sur schéma. Cette implantation a
participé a la compétition QBF’08 dans la catégorie non-prénexe non-FNCH. Elle a ter-
miné premiere sur les tests non aléatoires et deuxieme sur les tests aléatoires sur trois
compétiteurs (!) bien que les tests lui soient particulierement défavorables puisque ayant
subi la linéarisation et ne contenant alors ni bi-implication ni ou-exclusif (rendant notre
approche peu pertinente).

!Notre implantation n’est pas non-prénexe mais les tests de référence étant uniquement sur le fragment
FNN, la mise sous forme prénexe est réalisable « a la volée ».
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pabf
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ QBF prénexe

Monolithique
QBF prénexe
J-backtrack
V-backtrack
Propagation
Littéraux monotones

4.7 Commentaires

Le choix du vocabulaire de ce chapitre n’est pas du au hasard : il est directement
inspiré des [problemes de satisfaction de contraintes, et en particulier, de ’approche basée
sur les regles [7] dont le langage [85] permet I'implantation. Notre systéeme peut-étre
vue comme une extension, méme au niveau propositionnel, des classiques ensembles de
regles booléennes [6] mais en plus puissant dans sa capacité a propager. La raison en est
la méme que pour llalgorithme de Stalmarch : I'utilisation des littéraux et la construction
des classes d’équivalence. De méme, notre systeme peut-étre vu comme une extension des
régles de propagation proposées dans [A()] mais, une fois encore, en plus puissant puisque
I'utilisation des littéraux et la construction des classes d’équivalence dépasse la propriété
de |consistance d’arc quantified

Le systeme pgbf qui implante la procédure de décision par propagation utilise un
mécanisme de point fixe similaire a celui de 1algorithme ACY présent dans le domaine de
la résolution de problemes de satisfaction de contraintes; nous avons peu tiré parti de la
proximité avec ce domaine. Nous y remédions, en collaboration avec Vincent Barichard,
en procédant a la refonte de la procédure pgbf, au sein de 'architecture ouverte de prop-
agation de contraintes GeCode [I98]. Ce choix a été fait pour deux raisons : pouvoir dis-
tribuer un code que la communauté peut s’approprier, modifier et dont elle peut vérifier
les performances ; analyser les différentes composantes de I'approche pour en mieux com-
prendre ce qui est réellement efficace et ce qui peut alors s’étendre soit aux procédures de
décision pour le probleme SAT mais non-FNC [I38, [TT6], 139], 222] soit & la résolution de
[problémes de satisfaction de contraintes quantificed Ce chapitre a été consacré a la prop-
agation booléenne pour des QBF prénexes non-FNC mais par dualité nous avons refondu
le systéme pgbf en une procédure de décision pour les QBF non-prénexes non-FNC.
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Chapitre 5

Des QBF vers les ASP

Il y eut un soir, il y eut un matin : cinquiéme jour.

[60] B. Da Mota, I. Stéphan, and P. Nicolas. From (Quantified) Boolean Formulas
to Answer Set Programming. In Proceedings of the 7th International Answer Set
Programming Workshop (ASP’07), 2007.

[61] B. Da Mota, I. Stéphan, and P. Nicolas. Des formules booléennes (quantifiées) a
la programmation par ensembles réponses. In Reconnaissance des Formes et Intel-
ligence Artificielle, 2008.

[215] 1. Stéphan, B. Da Mota, and P. Nicolas. From (Quantified) Boolean Formulas to
Answer Set Programming. Journal of logic and computation, 19(4) :565-590, 2009.
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Chapitre 5. Des QBF vers les ASP

Il peut paraitre assez étrange de vouloir compiler une QBF qui est susceptible de
représenter un probléme pour la classe de complexité [FPSPACE] en un [programma
qui ne pourra au mieux représenter qu’un probléme complet pour la classe
de complexité [NPl & moins d’obtenir un programme de taille exponentielle par rapport &
la QBF (ce qui peut apparaitre a priori sans intérét mais qui ne l'est pas) ou de réussir
a démontrer que la [hiérarchie polynomiald s’effondre sur elle-méme (ce qui apparait peu
probable). C’est pourtant bien cette optique que nous avons choisi de suivre. Notre étude
est la conséquence d’un travail préparatoire qui part du double constat que, d’une part, la
plus grande partie des travaux de résolution complete pour [FAT] s’appuie sur le fragment
en forme normale négative, voire en forme normale conjonctive et que peu de travaux
s’intéressent au [langage de la_logique propositionnelld dans son entier [I38, 116l 139, 222]
et que, d’autre part, des expériences de traduction pour le fragment FNC de SAT [167] et
des cas particuliers [I13] vers les [programmes logiques normaual ont déja donné lieu & des
travaux. De part la relation entre le probleme de validité des QBF et la hiérarchie polyno-
miale, il est naturel de considérer le langage des QBF comme un langage cible admissible
pour la compilation des langages logiques non monotones. C’est le parti qui a été choisi
dans le systeme Au dela d’un but purement théorique de donner une traduction poly-
nomiale pour toute [formule propositionnellel vers un programme logique normal, 'intérét
est double : offrir un outil permettant de calculer les [modeéled de la formule propositionnelle
en utilisant la puissance des outils développer pour la programmation logique normale
et proposer un nouvel ensemble de tests pour comparer les différentes implémentations
entre-elles. Notre étude se place dans le cadre de la|programmation par ensembles reponses
(ASP) selon lafsémantique_des modéles stabled Nous nous appesantissons sur la traduction
de SAT vers ASP car la traduction de QBF vers ASP ’étend.

Le langage choisi pour la traduction n’autorise pas 'utilisation de la négation logique
mais « seulement » d’une [négation par défaud dans le langage cible. La technique classique
est d’introduire pour chaque symbole propositionnel, deux [afomed : I'un pour représenter
le et autre le littéral négatif; deux par exemple pour le symbole
propositionnel z, (z <« not T.) et (T < not z.) sont ajoutées a la traduction pour as-
surer le postulat de bivalence qui exprime qu’un symbole propositionnel est interprété
soit a vrai, soit a faux mais pas aux deux. Le reste de la traduction est par induction
sur la structure de la formule propositionnelle : un symbole propositionnel est traduit
en un atome de méme symbole; pour chaque instance de connecteur a l'occurrence o
de la formule sont associés un nouvel atome s, intermédiaire capturant le résultat de
la formule ainsi qu’une regle pour la négation et la conjonction et deux regles pour les
autres connecteurs binaires (en supposant que les nouveaux atomes s, 54 et sq soient
associés aux sous-formules o, a4 et og) : a l'instance o, = —a’ & 'occurrence o est as-
sociée la regle (s, < not §'.); a l'instance a, = (agAag) & l'occurrence o est associée la
regle (s, < Sg,54.); & l'instance o, = (agVayg) a occurrence o sont associées les regles
(8o < 8g4.) €t (8o < s4.); & l'instance a, = (ag—0y) a Poccurrence o sont associées les
regles (s, < not sq4.) et (s, < s4.); & l'instance a, = (ag<aq) a l'occurrence o sont
associées les regles (s, < s4,54.) et (S0 < not sg,not sq.); a l'instance a, = (agBay)
a l'occurrence o sont associées les regles (s, < sg,n0t sq.) et (s, < not sq,sq.). Les
regles introduites pour la négation, la conjonction et la disjonction sont obtenues de
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la [semantique_des connecteurs tandis que les régles introduites pour 'implication, la bi-
implication et le ou-exclusif sont obtenues des [équivalences logiqued (prenant ici valeur de
définition) de ces connecteurs par rapport aux trois précédemment cités respectivement
par (F—G) = (-FVGQG), (F—GQ)=((FAG)V(-FA-Q)) et (FBG) = (FA-G)V(-FAQG)).
Les atomes intermédiaires introduits par la traduction sont similaires d’un point de vue
logique aux symboles propositionnels introduits dans une formule propositionnelle pour
en capturer les sous formules [223| [74), 7] comme dans la mise sous forme normale con-
jonctive par « renommage de formules » (cf. § [[33)) et la décomposition par introduction
de littéraux au chapitre @l mais ils n’en ont pas le statut dans le programme logique :
la version niée n’apparait pas. De part ce fait, un des deux atomes issus d’'un symbole
propositionnel de la formule apparaitra donc nécessairement dans un [modele sfabld sig-
nifiant que l'interprétation du littéral est égale a vrai, tandis qu’un atome intermédiaire
apparaitra dans le modele stable si la sous formule qui lui est associée est interprétée a
vrai tandis qu’il en sera absent si elle est interprétée a faux. Une [conframnld («— not s.)
est rajoutée au programme pour l'atome associé a la formule entiere (rendant sa présence
obligatoire dans le modele stable) pour exprimer que la formule doit étre La
[correction] de la méthode garantit que de tout modele stable du programme généré peut
étre extrait un modele propositionnel pour la formule en oubliant les atomes intermédiaires
et la garantit que tout modele propositionnel de la formule peut étre étendu
en un (unique) modele stable pour le programme.

L’extension de la traduction au langage des QBF prénexes est réalisée grace a la
[sEolémisalion] : chaque symbole propositionnel existentiellement quantifié est éliminé au
profit dun[symbole de fonctior]; la restriction de I'interprétation aux [booléend traduit donc
tout symbole propositionnel existentiellement quantifié en une fonction des booléens dans
les booléens, en un prédicat. C’est donc un programme logique normal au premier or-
dre qui devient le langage cible. Un tel programme n’est qu’une version compacte des
instanciations possibles des regles sur ’ensemble des Eermed possibles construits sur les
symboles de fonction et [symboles de constantd du programme. Dans le cadre de la re-
striction a l'interprétation aux booléens, ’ensemble des termes possibles se réduit donc a
{1,0}, le symbole 1 (resp. 0) étant interprété a vrai (resp. faux). Chaque symbole propo-
sitionnel existentiellement quantifié est traduit en un atome dont les arguments sont des
[variables logiqued représentant les symboles propositionnels universellement quantifiés (le
cas propositionnel n’en est donc qu'un cas dégénéré avec des prédicats sans argument). Les
regles obtenues pour la traduction au niveau propositionnel sont simplement « élevées »
au premier ordre par 'ajout des arguments. Tous les symboles intermédiaires introduits
lors de la traduction propositionnelle sont donc aussi « élevés ». La traduction du quan-
tificateur universel est obtenue directement par sa sémantique exprimée sous la forme
d’une conjonction : tout symbole propositionnel universellement quantifié = précédé de n
symboles propositionnels universellement quantifiés est traduite en une regle

Sn(Ul, .. ,Un) — Sn+1(U1,. . .,Un, 1),Sn+1(U1, .. .,Un,O).

et toute instance d’un symbole propositionnel universellement quantifié a 1’occurrence
0, par exemple x précédé de n symboles propositionnels universellement quantifiées, in-
troduit une regle (so(Ui,...,Up) < Upqy1 = 1.), p étant le nombre total de symboles
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propositionnels universellement quantifiés. Comme dans le cas propositionnel, pour un
symbole propositionnel x précédé de n symboles propositionnels universellement quan-
tifiés et pour toute combinaison (uy,...,u,) de {1,0}", un des deux atomes z(u1, ..., uy)
(resp. nz(uq,...,u,)) apparaitra donc nécessairement dans un modele stable signifiant
que la fonction booléenne, associée a ce symbole propositionnel existentiellement quan-
tifié dans le modele QBF, est égale a vrai (resp. faux) pour cette combinaison, tandis
qu’un atome intermédiaire apparaitra dans le modele stable si la sous formule qui lui est
associée est interprétée a vrai pour cette combinaison tandis qu’il en sera absent si elle
est interprétée a faux pour cette méme combinaison. Cette derniere remarque explique
I’absence de toute regle établissant U = 0.

Exemple 48 FEn continuant l'exempledl. La QBF xi = Va3dVedfu avec

est traduite en le programme logique normal au premier ordre

 not i),
fre — 110(0), po(1).), (ro(Ur) = po2(U1,0), po2 (Ur,1).),
d(Uy) < not nd(Uy).), (nd(Uy) < not d(Uy).),
f(U,U2) < not nf(Us,Us).), (nf(Ur,Uz) < not f(U1,Us).),
CL(Ul, Ug) — U1 = 1.), (B(Ul, Ug) — U2 = 1.)

(103 (Ur, U2) <= not puga (U, Ua).)

,u04(U1, Ug) — not ,u05(U1, UQ))

t1o5 (Un, Ua) «— mnot pigs (Un, Us).) (1os (Ur, U2) « pgs 1 (U, U2).)
,UOG(Ul, UQ) «— not B(Ul, Ug)) (,uoe(Ul, Ug) — d(Ul, Ug))
p05.1(U1, Uz) <= not pgs.1.0(Ur, U2).)

(
(
(
§
E,u,oz(Ul, UQ) «— not /1,03(U1, UQ).)
(
E
(t05.1.0(U1,Uz) < not f(Uy,Uz).) (105.1.0(U1,Uz) « a(Uy, Us).)

qui a quatre modeles stables dont le deuxieme est

( MGMO(O)vMO(l)’MOQ(l 1) IMOQ(Ov )7 02(1’0)’:“02(0’0)” )
t01 (1, 1), 104 (0, 1), poa (1,0), po2 (0, 0),
105.1.0(1, 1), po5.1.0(0, 1), £105.1.0(1, 0), p05.1.0(0, 0),
MOG(LO)vMOﬁ(O’O)’MOG(L1) 6( ’1)’
e(1,1),e(0,1),a(1,1),a(1,0),

( d(1),d(0), f(1,1), f(1,0),nf(0,1),nf(0,0)

dans lequel est facilement identifiable le modéle QBF de 'exemple [ dont le composante
fonctionnelle est

{ (d~— {(vrai— vrai), (faux — vrai)}),

(f— { ((vrai,vrai) — vrai), ((vrai, faux) — vrai),
((faux, vrai) — faux), ((faux, faux) — faux)})}.
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Enfin, de méme que dans le cas propositionnel, la correction de la méthode garantit que
de tout modele stable du programme généré peut étre extrait un modele QBF pour la for-
mule en oubliant les atomes intermédiaires et la complétude garantit que tout modele QBF
de la formule peut étre étendu en un (unique) modele stable pour le programme. La traduc-
tion est a nouveau polynomiale et le programme est de taille polynomiale par rapport a la
QBF initiale. La classe complexité PSPACE n’a pour autant pas été ramenée a la classe de
complexité NP : I'explosion combinatoire a été repoussée simplement car une phase d’ins-
tanciation du programme logique normal au premier ordre est nécessaire et les procédures
décidant des programmes logiques normaux ne prennent en entrée que des programmes
completement instanciés. Le résultat formel de la traduction sous forme de programme
logique normal au premier ordre suivie d’une ins_tanciation est tres similaire a celui de
la [skolemisation propositionnelled Malheureusement, le résultat opérationnel est beaucoup
plus « contrasté » puisque la premiere approche peine a résoudre des instances faciles
tandis que le logiciel qui implémente la seconde est parmi les implémentations
les plus efficaces pour résoudre les QBF. Cela est d’autant plus remarquable que la com-
paraison du résultat opérationnel pour le niveau propositionnel est beaucoup plus favor-
able. Une série de tests basée sur ’ensemble de problemes QG6 [I45] (représentant des
problémes de classification d’algebres finies, problémes aussi bien codés en formule non-
FNC qu’en FNC) a été réalisée en particulier sur la mise en série de la traduction propo-
sitionnelle, de 'instanciateur GrinGo [00] et du solveur ASP CLASPH [89], et comparée
au solveur SAT non-FNC SatMate [I16] ainsi qu’aux solveurs SAT FNC zChaff [T51]
et MiniSat [73] (MiniSat 2.0 beta). Notre approche fait mieux que le solveur SatMate
(SatMate.20.05.2006), qui est pourtant dédié au probleéme considéré, et zChaff(zChaff
2007.3.12.) ; seul MiniSat fait mieux que notre approche mais dans des temps qui sont
comparables. Ces résultats confirment, s’il en était besoin, que le probleme SAT et le
probleme du calcul d’un modele stable appartiennent a la méme classe de complexité.
Une étude plus poussée dans le cas propositionnel est hors de notre propos. Dans le cas
des QBF, les instanciateurs considérés ne détectant pas la structure particuliere des pro-
grammes sousmis, ils ne peuvent rivaliser avec 'instanciateur dédié de sKizzo qui réalise
un raisonnement symbolique avant la réelle phase d’instanciation pour la minimiser. Notre
approche tirera sans doute les plus grands bénéfices des prochains progres de la résolution
de programmes logiques normaux directement au premier ordre [I27]. L’ensemble des
tests peuvent étre analysés dans [215] et les traducteurs peuvent étre obtenus a l’adresse :
http://forge.info.univ-angers.fr/~damota/asp/qbf . php.

'N'est évoqué ici que la meilleure combinaison instanciateur/solveur. L’étude inclut, outre
I'ins_tanciateur GrinGo (GrinGo 1.0.0) et le solveur CLASP (CLASP 1.0.1), l'instanciateur Lparse [219]
(Lparse 1.0.17) et les solveurs noMoRe++ [2] (noMoRe++ v1.5), smodels [I68] (smodels-2.32), ASSAT
(ASSAT 2.0 couplé avec MiniSat) et enfin DLV [I28] (July 14th, 2006) qui dispose de son propre ins-
tanciateur en interne.
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Chapitre 6

Programmation en formules
booléennes quantifiées

Il y eut un soir, il y eut un matin : sixiéme jour.
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Quiconque a enseigné la programmation sait que le probléme du programmeur débutant
est d’au moins réaliser un programme sans erreur qui réponde a la question tandis que le
probléme du programmeur confirmé est de choisir parmi la multiplicité des possibilités qui
s’offrent & lui, devant rentrer en compte, bien str, I'efficacité mais tout autant la lisibilité du
code, sa grande réutilisabilité et le temps nécessaire au développement. Cette progression
est en partie liée pour l'efficacité a la connaissance acquise sur la maniere dont s’exécute le
programme : la sémantique opérationnelle influence radicalement la maniére de program-
mer (voir [I85] pour de nombreux exemples). La sémantique associée au langage des QBF
n’a pas la puissance du calculable en ce qu’il ne peut simuler une fmachine de Turing, il est
possible néanmoins de considérer le formalisme des QBF comme un langage de program-
mation permettant, entre-autres, de coder tout jeu fini & deux joueurs [I72, [75], 94, 3, 190].
La communauté QBF s’est trées peu penchée sur le lien entre la maniere de programmer
et lefficacité de la procédure de décision [24] B, [T90].

Le chapitre Pl présentant un panorama de 'univers des QBF, démontre que les procédu-
res de décision récentes pour le probleme de validité des QBF ont abandonné en interne
mais seulement en partie la restriction prénexe; en partie seulement puisque le format
d’entrée reste le plus souvent prénexe (sauf pour de rares exceptions). Cette situation est
paradoxale puisque, pour des questions d’efficacité, il y a un « aller-retour » des quantifi-
cateurs que nous montrons, dans le premier temps de ce chapitre, comme particulierement
préjudiciable justement pour efficacité des procédures mais aussi pour l'extraction des
solutions.

La pratique de la programmation dans des langages « general purpose » et de nom-
breuses applications des QBF militent pour la conservation, dans I’ensemble des con-
necteurs accessibles au programmeur d’'une QBF, de la bi-implication (et du ou-exclusif)
qui peut étre vue comme une égalité voire une affectation. La linéarisation qui élimine la
bi-implication (et le ou-exclusif) est trop souvent négligée et supposée effectuée or elle a
un énorme impact sur la complexité en espace de la formule si celle-ci n’est pas effectuée
avec prudence. Puisque la majorité des procédures de décision pour le probleme de validité
des QBF de I'état de I’art prennent en entrée des formules prénexes, nous nous intéressons
dans le second temps de ce chapitre, a la conversion d’'une QBF non prénexe contenant
des bi-implications vers le fragment prénexe.

6.1 De I’abandon du fragment prénexe

Si dans une premiére approche liée a la proximité du probléeme SAT, le fragment
prénexe pour les QBF a pu apparaitre comme un fragment en interne efficace pour des
systémes (ou comme langage vers lequel sont compilés d’autres formalismes), avec du
recul, ce n’est plus le cas : la mise sous forme prénexe est non-déterministe et le choix
de la stratégie influence grandement 1'efficacité des systemes [78], de plus, elle augmente
I’espace de recherche en faisant dépendre des symboles propositionnels existentiellement
quantifiés de symboles universellement quantifiés qui n’ont « en réalité » aucun lien entre-
eux, d’ailleurs de nombreux systemes ajoutent ab initio une phase de[miniscopingassociée a
unfarbre_de_quantificateurd pour recouvrer les portées perdues de ceux-ci [81] [I7, 26, T09] et
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le[refour-arriere intelligend ignore certaines fausses qui ont pu étre créées [80].

Le fragment prénexe n’est évidemment pas le bon du point de vue du programmeur
en QBF : rarement un probléme s’exprime directement de manieére prénexe [77, [34] car
la portée locale du quantificateur fait sens pour le programmeur, mais surtout dans la
solution elle exprime (généralement) une dépendance. Un excellent exemple est celui de
I’« omelette » qui nous est servie dans la littérature sur les « diagrammes d’influence pos-
sibilistes » [87] : « Le probléme est de faire une omelette a six ceufs & partir d’une omelette
a cinq ceufs, le nouvel ceuf pouvant étre soit frais, soit pourri. » Il est des événements in-
certains tels que « I'ceuf est frais » régis par des possibilités et qui sont codées de maniere
universelle dans le cas de la recherche d’une stratégie pessimiste optimale et des décisions
telles que « vais-je casser le sixieéme ceuf & part pour l'inspecter ? » qui sont codées de
maniere existentielle. Ce qui nous intéresse dans cette exemple est que, selon que 'ceuf est
ou non cassé a part, ’espace des possibles n’est plus le méme : s’il est cassé a part, deux
possibilités s’offrent a nous : I'ceuf est jugé frais ou non; tandis que s’il n’est pas cassé a
part, ’état de I'ceuf restera indéterminé. La démonstration de PSP AC E-complétude du
calcul de la stratégie pessimiste optimale donne une maniere de coder le probléme en une
QBF sous FNC prénexe, mais qu’en est-il des solutions extraites ? Certaines d’entre-elles
feront dépendre des symboles propositionnels existentiellement quantifiés de symboles uni-
versellement quantifiés représentant des événements qui ne sont méme pas dans le champs
du possible et des symboles propositionnels existentiellement quantifiés représenteront des
décisions sans sémantique qui n’auront aucune influence sur celles-ci.

L’abandon de la forme prénexe en entrée n’a que peu d’impact en interne sur I'ex-
traction des solutions si aucun quantificateur n’apparait dans une sous-formule d’une
négation explicite ou implicite (c’est-a-dire en partie gauche d’une implication ou dans
une bi-implication ou un ou-exclusif). Dans le cas contraire, c’est la définition méme de

solution qui est discutable : lors de la mise sous forme prénexe la polarité d’'un quantifi-

1.3
cateur change a chaque « traversée » par les [équivalences logiqued —=(Vx F) = (Jz —F) et

—(3z F) E (Vx —F') en conséquence, ce qui a été exprimé dans la formule comme étant un
coup du joueur « existentiel » devient un coup du joueur « universel » et réciproquement.
La sémantique des QBF prénexes présentée dans le chapitre [Ml est alors insuffisante et doit
étre étendue.

6.2 De la bi-implication

L’introduction du chapitre Bl confére des arguments historiques et de proximité au
probleme SAT au choix du fragment prénexe FNC et ce qui précede montre qu’au moins
la restriction au prénexe doit étre enlevée. Ce qui a prévalu a la conception des premiers
algorithmes pour les QBF était d'un c6té un argument d’ordre théorique (le fragment
prénexe FNC est complet) et un argument pratique (le fragment FNC pour le probleme
SAT est amplement implémenté), mais qu’en est-il du point de vue du programmeur en
QBF ? Bien siir, celui-ci désire le langage le plus expressif possible. Pourquoi ne pas choisir
un fragment non-prénexe restreint a la négation, la conjonction, la disjonction et I'impli-
cation (cette derniére pouvant se convertir aisément en FNN; cf. la mise sous FNN au
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chapitre [ll) comme le format pour la compétition QBFEVAL 2010, session « non prénexe,
non FNC » [I02] ? Parce que c’est se priver principalement du connecteur de bi-implication
qui est de premiere nécessité dans la mise en équivalence de propriétés, comme par exemple
pour le « bounded model checking » [T6], [I7] et d’un outil de programmation indispensable
qui permet de capturer des résultats intermédiaires; et c’est donc naturellement que ce
connecteur est inclus dans le langage exploité au chapitre @ Il n’en demeure pas moins que
les formats d’entrée des procédures de décision du panorama de I'univers des QBF décrit au
chapitre [ excluent la bi-implication (et le ou-exclusif) et considere que la linéarisation (cf.
§[L33) a déja eu lieu. Il y a donc dans la littérature sur les QBF un vide non pas théorique
mais purement pratique entre I’expression par le programmeur en une QBF quelconque de
son probleme et la version soumise en entrée a une procédure de décision n’incluant pas la
bi-implication dans son ensemble de connecteurs. En effet, la linéarisation est technique-
ment tres simple : (F—G) e ((F—=G)N(G—F)); mais elle induit une croissance exponen-
tielle de la taille de la QBF. Pire, elle induit aussi une croissance exponentielle du nombre
de quantificateurs pour ceux qui sont nichés dans les sous-formules des bi-implications avec
un changement de polarité pour une des deux occurrences des symboles propositionnels qui
doit étre renommée lors de la mise en forme prénexe (2’ un symbole propositionnel n’appa-
raissant ni dans F', ni dans G alors ((3z F)—G)=3z (Vo' (([x — 2'[(F)—=G)AN(G—F))))).
Ces nouveaux quantificateurs font exploser I'espace de recherche et le renommage n’est
ni exploité par la procédure de décision qui en ignore ’existence ni n’a de sens pour le
programmeur en QBF.

Nous nous sommes donc intéressé a la linéarisation dans ’optique dans étudier ses effets
déléteres et, dans la mesure du possible, de proposer une méthodologie de mise en forme
prénexe dans le cas de quantificateurs nichés dans les sous-formules des bi-implications.
En particulier, nous nous sommes focalisé sur des QBF issues de la vérification formelle
d’équivalence (par une bi-implication) entre la structure d’un circuit et son comportement
souhaité décrits par deux QBF a symboles propositionnels libres (les entrées et la sortie
du circuit) et cloturée universellement. Dans les QBF qui représentent les deux circuits,
des symboles existentiellement quantifiés capturent naturellement les connexions entre
les sorties et les entrées de sous-circuits encodés en formules propositionnelles [I8], [I7].
L’introduction des symboles existentiellement quantifiés est nécessaire pour éviter une du-
plication de I’encodage des sous-circuits. La conversion d’une telle QBF sous FNC prénexe
fait croitre dans le pire des cas exponentiellement et le nombre de connecteurs et le nombre
de quantificateurs dans la QBF FNC prénexe par rapport a la QBF initiale : les quan-
tificateurs existentiels sont disséminés non seulement sous leur polarité d’origine mais
aussi universellement et sous de nouveaux symboles, la structure de la QBF initiale est
completement perdue. La conséquence en terme de complexité en temps et en espace pour
les systemes de ’état de I’art est évidemment catastrophique. Nous avons donc proposé une
méthodologie pour extraire les bi-implications qui définissent ces sous-circuits et réduire
ainsi les dépendances entre symboles propositionnels pour réduire 1’espace de recherche.
Le principal résultat est un algorithme qui applique 1’équivalence suivante (F, G et H
trois QBF et x un symbole propositionnel qui représente le résultat intermédiaire F', avec
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x & SPL(H), © ¢ SPL(F))
(He(Fz (e F)NG))) = (Fz (e F)ANH<G)))

jusqu’a extraire tous les motifs possibles. Les expériences menées sur la mise en équivalence
entre la structure et le comportement de ’additionneur n-bits encodée a partir d’'une
spécification en logique monadique [I8, [I7] montrent les gains indiscutables aussi bien
en espace qu’en temps. Nos expériences sur un exemple théorique ad hoc montrent en
outre le passage d’une complexité exponentielle a une complexité polynomiale en temps.
Mais en général, la linéarisation de la formule induit une croissance, dans le pire des
cas, exponentielle de la formule. L’ensemble des tests peuvent étre obtenus a l'adresse :
http://forge.info.univ-angers.fr/~damota/qbf/, analysés dans [64] et les algorithmes
implantés en peuvent étre obtenus & I’adresse :
http://www.info.univ-angers.fr/pub/stephan/ri3_10.html.
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Conclusion générale et perspectives

...il chéma, le septiéme jour, apreés tout le travail qu’il avait fait.

Dans ce « Propos sur les formules booléennes quantifiées », j’ai décrit mes travaux
personnels et en collaboration dont I'objectif est de mieux appréhender le domaine des
formules booléennes quantifiées. En particulier, je me suis attaché a développer aussi bien
les aspects formels (au chapitre [l sur les sémantiques et le calcul syntaxique Sgpr ainsi
qu’au chapitre B sur le nouveau formalisme des bases littérales) que calculatoires (au
chapitre B pour la procédure de décision par propagation pgbf et au chapitre B pour la
traduction des QBF en des programmes ASP) et pragmatiques (au chapitre B pour le
choix de fragments de langage en interne et en entrée des procédures de décision) tout en
replagant mes travaux dans ceux de la communauté (au chapitre [ qui dresse le panorama
sur le probleme de validité des QBF).

Ce document ne rapporte pas un travail en cours : celui sur la mise au point d’outils
paralleles pour les QBF qui fait 'objet de la these, que je coencadre avec le Professeur
Pascal Nicolas, de Benoit Da Mota qui lui appartient de présenter en détail et dont je
n’esquisse ci-dessous que 'idée maitresse [58, H9].

En ce qui concerne le panorama dressé des procédures de décision exploitant le pa-
rallélisme (cf. § 4]), nous faisons deux remarques : ces procédures sont toutes dédiées
aux QBF sous FNC prénexes et elles sont toutes basées une stratégie de partitionnement
sémantique. Nous proposons une nouvelle approche : '« architecture de parallélisation
syntaxique ». Celle-ci n’est pas basée sur le partitionnement de I’espace de recherche selon
la sémantique des quantificateurs mais selon la localité de 'information dans les QBF non
prénexes (et non FNC) représentée par des sous-formules quantifiées a symboles proposi-
tionnels libres. Cette approche revient a l'idée initiale de la [hzérarchie polynomiale en ce
qu'un [oracld est nécessaire mais non plus pour [décider de la validité d’un sous-probléme
mais pour en calculer une formule propositionnelle équivalente, fonction de ses symboles
propositionnels libres. L’hypothese a valider est que la stratégie de partitionnement syn-
taxique exploite a priori la localité de l'information, évite le parcours redondant d’une
partie de I’espace de recherche et se substitue ainsi a llapprentissage de lemméd

Les perspectives qui s’offrent a nous sont nombreuses, elles s’articulent autour de la
résolution de [probléemes_de salisfaction_de conlrainies_quantifieed (QCSP), de l'introduc-
tion de métaheuristiques pour réduire I’espace de recherche et de I’étude des aspects liés
a la représentation des connaissances.

Le probleme de satisfaction de contraintes quantifiées est aufprobléeme de satisfaction dd
[confrainied ce que le probleme de validité d'une QBF est au probleme [SAT] : une exten-
sion par l'introduction de la possibilité de quantifier les variables universellement. Une
nouvelle perspective de recherche est donc 'extension des résultats de ce document aux
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QCSP. D’un coté technique, la refonte de la procédure de décision pgbf dans une archi-
tecture ouverte de propagation de contraintes permet d’envisager ’étude d’un langage
combinant le domaine des booléens quantifiés & d’autres domaines comme proposé dans
QCSP+ 29, 301,32, B1]. D’un coté théorique, 'extension des travaux sur les bases littérales
offriraient un cadre pour I’étude des certificats et de la compilation des QCSP.

Les métaheuristiques ont connu un réel succes pour le calcul des solutions de problemes
combinatoires de la classe N'P-complet mais les premicres rares études dans le cadre des
QBF ont montré leurs insuffisances. La raison en est simple : l'oracle (et dans le cadre
des métaheuristiques, la procédure qui vérifie une solution potentielle) est polynomial
en temps pour les problémes de la classe N'P-complet tandis qu’il est co — N'P-complet
pour les classes Ei et Hz avec k > 1 (cf. § [CZZ). Néanmoins, nous pensons que des
métaheuristiques telles que les colonies de fourmis [(2, B9 n’ont pas été suffisamment
étudiées dans le cadre des QBF. Nous avons mené des expériences, dans le cadre d’un stage
de master recherche, qui n’ont été que malheureusement peu concluantes mais c’était au
début de notre intérét pour les QBF et notre compréhension du domaine a trés largement
évoluée. Nous pensons aussi que des méthodes locales du style méthode tabou [I10] peuvent
étre favorablement utilisée dans une procédure incomplete basée sur ’élagage de 'espace
de recherche (considéré comme un [arbre sémaniiqud) pour les quantificateurs universels
telle que abstract branching

Le formalisme des QBF est un excellent compromis entre les aspects calculatoires,
déja largement explorés, et le pouvoir d’expression dans le cadre de la représentation de
connaissances. Ce dernier a été relativement peu abordé au sein de la communauté QBF,
en particulier le calcul des solutions dans le cas des QBF quelconques. Nous avons présenter
dans le chapitre [[l une sémantique des QBF non-prénexes décisionnelle et une sémantique
des QBF prénexes qui permet de manipuler des solutions au probleme de validité des QBF
prénexes ; dans le chapitre @] sur la programmation en QBF, nous avons mis en exergue la
nécessité d’'une sémantique permettant de manipuler des solutions au probléeme de validité
des QBF quelconques : celle-ci devra étendre les deux précédentes. La problématique est
la suivante : dans la vision d’un jeu & deux joueurs, le quantificateur existentiel désigne-
t-il toujours le méme joueur ? La réponse n’est a priori pas évidente car dans un jeu qui
inclut un « qui perd gagne » par une négation sur une partie des regles, des symboles
existentiellement quantifiés de la solution extraite apres une mise sous forme prénexe de la
QBF passent dans le camp adverse et réciproquement. La question est similaire si ce sont
les bases littérales du chapitre Bl qui sont étendues pour compiler des QBF non-prénexes.
La base littérale ne différenciant pas les quantificateurs entre-eux dans sa construction
linéaire, elle apparait plus facile a étendre a une version arborescente basée sur le squelette
des quantificateurs sous-jacent a la QBF.

J’ai présenté dans ce document six années de recherche dédiées a une meilleur compréhen-
sion, personnelle et pour la communauté scientifique, du domaine des formules booléennes
quantifiées. Finalement, quel en a été le « fil rouge » : c’est I’équivalence, qu’elle soit
présente dans le langage étudié, ou elle est nommée « bi-implication », que le langage
qui permet de ’étudier. Elle est tour-a-tour nouvelle pour partitionner les solutions des
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Conclusion générale

formules booléennes quantifiées, cachée mais présente pour définir le calcul syntaxique,
définitionnelle pour la compilation, centrale dans le motif exploité par la procédure de
décision et enfin réhabilitée en tant qu’outil de programmation. J’espeére que cet étude
pourra, au-dela de la nécessité de faire le point sur mes connaissances et du plaisir qu’elle
m’a procuré en les exprimant, servir a autrui.

115






Deuxieme partie

Glossaire
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prop : en lien avec lallogique propositionnelld; prep : en lien avec laflogique des predicatd;
qBF : en lien avec les formules booléennes quantifiées ; morpn : définition de morphologie ;
syn : définition de syntaxe; sem : définition de sémantique ; rangage : définition de théorie
des langages.
€. cf. définition Bl
cf. définition B
cf. définition
cf. définition
cf. définition [1
.). cf. définition
.|. cf. définition Bl
Y — QBF. cf. définition
Ei. cf. [heérarchie polynomaiald
Ei-complet . cf. [hiérarchie polynomuald,
II; — QBF. cf. définition B
Hi. cf. [heérarchie polynomaiald
Hz—complet . cf. [arérarchie polynomuale,
. Morph. cf. définition [l 2. sem. cf. définition
. Morph. Cf. définition [l 2. sem. cf. définition
. Morph. Cf. définition [l 2. sem. cf. définition
. Morph. cf. définition [l 2. sem. cf. définition
. Morph. cf. définition [l 2. sem. cf. définition [
. Morph. cf. définition [[l 2. sem. cf. définition
. Morph. cf. définition [l 2. sem. cf. définition
. Morph. cf. définition [Ml 2. sem. cf. définition 3
Morph. Cf. définition [[l 2. sem. cf. définition
. Morph. cf. définition [l 2. sem. cf. définition
cf. définition [
. cf. définition [
| .). cf définition B4l
)*. cf définition
E. cf. [sémantique_de la logique propositionnelld
. cf. [sémantique_de la logique propositionnelld
—.](.). cf. définition @
:=.]. cf. définition M2
oy .). cf. définition
cf. définition EIl
cf. définition
~. cf. définition B2l
2c¢1sQ. [193] 2c1sQ est une [procédure_de_décisior] pour le [probleme de validitd des
QBF [prénezed dont lamafricd est sous[ENbasée sur un QDL dont la[propagalion_dd
lclauses umitarred est augmentée par de 1lhyper résolution binaird pour la génération
delclauses unstazred La procédure integre aussi une forme binaire delrazsonnement suil

lles equivalenced,

=R A

—

39T <20
e T e

[

S~ T e < w

[.
[.
(.
®
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2clsQ
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe
J-learning
V-learning

Hyper résolution binaire
Réduction universelle
2QBF. 1. Une 2QBF est une QBF lclosd|prénezd dont lamafricd est sous [ENO et dont

chaque [clausd contient au plus deux [fféraual Le fragment syntaxique des 2QBF
est linéaire en temps, ce que met en exergue 'algorithme suivant ] qui réduit le
probleme de validité pour les 2QBF a un probleme de calcul des composantes forte-
ment connexes dans un graphe (les sous-ensembles de sommets tels qu'’il existe un
chemin d’un sommet a tout autre) qui est lui-méme linéaire en temps [221]. Cha-
cune des clauses (zVy) de la 2QBF est considérée comme une paire d’arcs (Z,y)
et (y,z) dans un graphe dont ’ensemble des sommets est formé de I’ensemble des
littéraux obtenus a partir des [symboles propositionneld de la QBF (les clauses ne
contenant qu’un seul littéral [ forment des pairs d’arcs (I,1) et (1,1)). La 2QBF est
valide si aucune des trois conditions suivantes n’est vérifiée : (i) un sommet associé
a un symbole propositionnel |existentiellement quantifid appartient a la méme com-
posante fortement connexe que son complémentaire ; (ii) un sommet associé & un
symbole propositionnel [universellement quantifid appartient a la méme composante
fortement connexe qu’un sommet associé a un symbole propositionnel existentielle-
ment [quantifié plus_externd; (iii) il existe un chemin entre deux sommets associés a
des symboles propositionnels universellement quantifiés. 2. Dans [I83, [IT5] les 2QBF
sont des QBF prénexes de lieur V3.

AB. [28] AB est une[procédure_de_décisior]pour le[probléme _de validitddes QBF [prénezed
dont la [mafricd est sous [FEN basée sur un [@DLY qui implémente 1{abstract branching

48]
Décision | PSPACE

Sémantique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique
J-backtrack
Abstract Branching
Simplification T et L
abstract branching. [28] L’abstract branching est une technique par élagage de 1’es-
pace de recherche (qui est considéré comme un [arbre_sémantiqud) pour les quantifi-
cateurs universels grace aux [scénari : & partir d’un scénario, d’autres sont calculés
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en conservant uniquement la partie existentielle ; ces nouveaux scénarii sont otés de
I’espace de recherche pour les quantificateurs universels. Une procédure de décision
basée sur 1'abstract branching prouve la [walidifd d'une QBF close lorsque 1’espace
de recherche pour les quantificateurs universels a été totalement élagué et prouve
la non-validité lorsque ’espace de recherche pour les quantificateurs existentiels a
été totalement épuisé. La représentation explicite de ’espace de recherche pour les
quantificateurs universels est dans le pire des cas exponentielle.

ACNF. cf [apprentissage de [emmd,

AIG. cf AIGsolud

AIGsolve. [I75] AIGsolve est une [procédure_de décistor] pour le [probleme de validitd
des QBF [prénezed dont lamafricdest sous[ENA Le systéme AIGsolve applique sur la
QBF sous FNC prénexe une série de pré-traitements : [propagation de clauses unitaires,
Iréductrion unsverselld [propagation de littéraux monotoned, raisonnement sur équiva-
[[encd La QBF ainsi réduite est soumise a la recherche du motif (y« f(x1,...,z,))
de définition fonctionnel sous FNC : si les parametres de la fonction sont en accord
avec le lieur (c’est-a-dire pour tout x;, x; < y) alors

QIyQ ((y=f(x1,.. ., xn)IAI(Y, 21, ., 20)) = QIYQ g(f(z1, .- Tn), X1, .., Tp)

et QVyQ'((y—f(z1,...,20))Ag(y,z1,...,2,)) est non-valide (sinon il ne se passe
rien). Une fois les définitions exploitées, la formule est transformée en un AIG
(c’est-a-dire And-Inverter-Graph, [graphe_acyclique orientdne contenant que des con-
jonctions et des négations). Llélimination de quaniificaleurd est réalisée par une
lexpansion bottom-up| qui rend la procédure de décision exponentielle en espace. Le
systeme AIGsolve integre un [arbre de quantificateursd obtenu, a l'instar de [sKzzzd,
par [miniscoping

|AIGsolve|

Décision | PSPACE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique
DAG
J-expansion]
V-expansion

algorithme AC3. cf. |problemes de satisfaction de contrainted.

algorithme de Stalmarck. [202] L'« algorithme de Stalmarck » est une procédure
de décision pour le probleme [[TATTT] de complexité co — N'P-complet] et donc corre-
spond au fragment des QBF prénexes avec uniquement des symboles propositionnels
universellement quantifiés. L’algorithme de Stalmarck tente de prouver que la ma-
trice de la QBF prénexe ne peut pas étre équivalente a 1. Cet algorithme utilise
d’abord la par introduction de [ZZZéraual (existenticllement quantifiés)
et ensuite applique un ensemble de Cet algorithme consideére les négations
-z codées en (x—_1) (ce qui peut étre calculé grace aux [quivalences logiqued (0.1),
(0.20) et (0.15)) et ne couvre que ’ensemble des formules construites sur — et L.
Ainsi, I'ensemble initial des et régles de Stalmarck sont pour I'implication ;
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nous les transformons (cf. tables ci-dessous) pour les comparer aux régles de la prop-
agation. Dans la table 4.2, les regles sont identifiées par le couple (colonne,ligne) : la
régle 71 couvre les regles (1,21) et (2,21) mais aussi (1,6), (1,9) et (1,18) ; la régle 7o
couvre les regles (1,13) et (1,14) mais aussi (1,12), (2,1), (2,5) et (2,12); la regle r3
couvre les regles (1,3) et (1,4) mais aussi (1,1), (1,2), (2,1) et (2,2) ; la régle r4 couvre
les regles (1,7) et (1,8) mais aussi (1,5) et (2,6) ; la regle r5 couvre les regles (1,10) et
(1,11) mais aussi (1,9) et (2,9) ; la régle r¢ couvre (imparfaitement) les regles (1,23)
et (2,23) mais aussi (1,15) et (1,12); la régle r7 couvre les regles (1,16) et (1,17)
mais aussi (1,15). Les regles (1,19) (ou (1,20) par permutatibilié des quantificateurs
existentiels), (2,15), (2,18) et (1,26) (ou (2,26) par permutatibilié des quantifica-
teurs existentiels) ne sont couvertes par aucune regle de I’algorithme de Stalmarck
et peuvent y étre ajoutées.

Les regles de I'algorithme de Stalmarck
Schémas Substitutions

r | ((e=y)eod) [z Ty« 1]

ro | (x—=T)eoz) [z T]

r3 | (L—y)ez2) [z T]

ra | (T—y)e=z) [z <y

rs | (x—L)e2) [z T

re | (z—y)eox) [z T

r7 | (x—x)ez) [z T]

La méthode de Stalmarck inclut aussi des schémas contradictoires (appelés « triplets
terminaux »), ils sont aussi exprimés en fonction de 'implication et donnés ci-
dessous pour comparaison. Les schémas contradictoires couvrent plus de cas que les
schémas terminaux de Stalmarck et les suivants peuvent étre ajoutés : ((z—z)« L),
(T=y)=y), (z—=T)=7T) et ((z—L)=w).

Triplets terminaux de I'algorithme de Stalmarck
(T—1)=T)
(L=y)l)
(z=T)=l)

L’algorithme de Stalmarck prouve qu’une formule propositionnelle est une tautologie
en prouvant qu’il est impossible de la [falsifiéd; nous ne pouvons faire de méme pour
une QBF dans le cas général car il existe des QBF qui n’ont pas de

mais dont la matrice a au moins un [modéld propositionnel (par exemple, la QBF
VyVz3z((x—y)—2)).

alphabet. cf. [machine de Turing

alphabet des QBF. cf. définition [l

Answer Set Programming. cf. [programmation par ensembles réponsed
apprentissage de lemme. L’apprentissage de lemme (en. learning) en QBF est une

technique issue de la résolution du probleme [SAT] sous [ENA [144] (et cela, avant
du domaine des [problémes_de satisfaction_de conlraintes [22,, 21]). L’apprentissage




de lemme a été introduit, dans le domaine des QBF, quasiment simultanément pour
les [procédures_de_décisior|[uatile [230], Bemprop [130] et [T04] dans le cas de
I’échec et du quantificateur existentiel sous la forme de « conflict learning » [22§],
« caching lemmas » [I30], « nogoods learning » [104} [T08] et dans le cas du succes et
du quantificateur universel (« solution learning ») sous la forme de « satisfiability-
directed learning» [230], « caching models » [I30], « goods learning » [104) [I0S].
Dans le cas de ’échec, c’est une [clausd qui est apprise & partir des symboles propo-
sitionnels existentiellement quantifiés qui ont mené a 1’échec. Dans le cas du succes,
c’est un qui est appris a partir des symboles propositionnels universellement
quantifiés qui ont mené a ce succes. L’information capturée par ces clauses et cubes
était déja présente mais en intention dans la formule initiale et est donc exprimée
sous forme de lemme pour éviter de recalculer sous une forme ou une autre a nou-
veau cette information ; ce principe est a rapprocher de la [régle de la coupurd dans
le [calcul des séquentd L’apprentissage de lemme s’intégre dans la modification du
[refour-arrierd (chronologique) comme étant la technique de[refour-arriere intelligend
par excellence et donc dans des procédures basées sur Dans le cas ou la
procédure de décision est sur le fragment des QBF dont la [mafricd est
sous [FN{, I'intégration des cubes sort du modele; celui-ci a donc été modifié par
la manipulation, en interne, de formules sous forme normale conjonctive augmentée
(ou FNCA, en. augmented conjunctive normal form ou ACNF) qui augmente la FNC
par l'ajout (conjonctivement ou disjonctivement) d’« une » (c’est-a-dire un ensem-
ble de) disjonction(s) de cubes (initialement vide). La génération des clauses (resp.
de cubes) est assurée par 'application de la (resp. du dual de la Q-
résolution) a partir des littéraux de la clause (resp. du cube) qui a été réduite en la
[clouse vidd (resp. le cube vide) et des littéraux des clauses (resp. cubes) qui ont été
réduites a des [clauses unitaired (resp. cubes unitaires) [228]. La génération des cubes
est assurée de maniére parfaitement duale [230]. Les trois formes d’apprentissage de
lemme introduites quasiment simultanément ne permettent pas de capturer tous les
lemmes possibles, dans CLearn [97] sont introduites deux techniques d’apprentissage
de lemme (I'une locale et 'autre globale par persistance des lemmes) basée sur I'in-
troduction de symboles propositionnels intermédiaires qui capturent plus finement
les Le fragment des formules QBF sous FNC montre ici clairement
ses limites pour les QBF : s’il est bien adapté a la résolution du probleme SAT
(qui ne traite que des symboles propositionnels existentiellement quantifiés [§]), sa
dissymétrie par rapport au traitement des conjonctions et disjonctions a amené a
s’intéresser & 'apprentissage de lemme pour une combinaison FNC/FND (CCDNE])
dans [227].

AQME. [IR0, [182] AQME pour « Adaptive QBF Multi-Engine » est une[procédure_de_déci]
[szod pour le [probléme_de validild des QBF [prénezed dont la [mafricd est sous [ENA qui
fait appel a différentes procédures pour le méme probleéme en choisissant la procédure
considérée comme la mieux adaptée par une

arbre de déduction. 1. qer. cf. définition B8 2. prop. cf. [calcul des séquentd.

arbre de preuve. 1. qsr. cf. définition 2. provp. cf. [calcul des séquentd

arbre de quantificateurs. cf. [dépendancd
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arbre sémantique. [I30] Un arbre sémantique (en. semantic tree) est un arbre bi-
naire dans lequel chaque paire d’arcs est étiquetée avec un lizttéral et son |complemen-
Fazrd Tout noeud, de nceud-pere associé a une [formule propositionnelld F' (ou une
QBF (qx F)) et d’arc entrant étiqueté par le littéral = (resp. le littéral —z), est
associé¢ a la formule [z « T](F') (resp. [z — L|(F)).

assignation. cf. [sémantique de la logique des prédicatd

ASP. cf. [programmation par ensembles réponsed

atome. Si p est un [symbole de prédicall sans argument alors p est un atome; si p est
un symbole de prédicat avec n arguments, n > 0, et t1,...,t, sont des Eermed alors
pt1...t, est un atome.

augmented conjunctive normal form. cf. [apprentissage de lemmd

axiome. 1. gBr. cf. définition 2. prop. cf. [calcul des séquents

backjumping. cf. [refour-arrierd.

base littérale. cf. définition B4l

BDD. cf. [diagramme de décision binaird
bi-implication. cf. définition [

BL. cf. définition B4l

BLO. cf. définition B

BOOL cf. définition [Tl

booléen. cf. définition [Tl

bottom-up. cf. §.

C. cf. définition

caching lemma. cf. [apprentissage de lemmd

caching model. cf. [apprentissage de lemmd

calculable. cf. machine de Turing

Calcul des séquents. [86] Le calcul des séquents est un formalisme qui permet de
représenter des systemes de déduction. Un séquent est une paire (I' = A), avec T’
et A deux ensembles, possiblement vide, de formules. I' est I'antécédent (ou partie
gauche) et A le conséquent (ou partie droite). Une régle d’inférence est constituée
d’un ensemble de séquents prémisses {I'1 = Aq,...,T,, = A,} et d'un séquent
conclusion (I' = A) :

I'i=A...I',y= A,
I'=A

La formule principale est la formule sur laquelle s’applique une instance d’une
regle d’inférence. Si cette formule apparait dans le conséquent alors cette regle



d’inférence est une régle d’élimination ou d’introduction a droite sinon c’est une
regle d’élimination ou d’introduction & gauche. Un systéme d’inférence est constitué
d’un ensemble de régles d’inférence et d’un ensemble de séquents appelés azxiomes.
Un séquent = est un séquent contre-exemple s’il ne contient plus aucun [connecteus
et §’il n’est pas un axiome. A partir d’'un séquent racine se développe un
arbre de déduction qui est un arbre de preuve si toutes les feuilles de I'arbre sont
des axiomes et un arbre contre-exemple si toutes les feuilles sont des axiomes ou des
séquents contre-exemples avec au moins un séquent contre-exemple. sem prep. Un
séquent (A,..., A, = Bi,...,By,) est falsifiable 8’1l existe une structure S = (I, D)
et une a telle que

" N\ A— \/ B))(a)=faux.

1<i<n 1<i<m
Un séquent (A,..., A, = By,...

=N\ 4— \/ B

1<i<n 1<i<m

, Bi,) est valide si

Voici ci-dessous le systéme de séquents G de Gentzen qui est [correcd et [compled]
vis-a-vis de la [sémantique de la logigue des predicats

A,BT = A r=4A T=BA
ArB). T =AY [ = (AAB),A
ATl = A B, I'= A I'= A B A
(Gvg) (Gvd)
(AVB),I' = A I'= (AVB),A
I'=AA B, I'= A ATl= BA
(G—9) (G—d)
(A—-B),I'= A I'= (A—B),A
'=A4A AT = A
AT =AY T= -4 A%
A B, I'=A I'= A B A AT'= B A B,I'=AA
(Gg) (Gd)
(A-B),T = A [ = (A=B),A
A[m<—y],F=>A(Gag) I'= Alz —t], 3z A)’A(Gad)
(Fz A),T'= A I'= (32 A),A
(Vo A),A[x<—t],F:>A(Gvg) I’:>A[x<—y],A(GVd)

(Vz 4),T = A

I'= (Vz A),A

Dans les regles pour les quantificateurs, la variable x est une variable quelconque et y
est une variable telle que y & VL(A)\{z}. Le terme t est libre pour la variable x dans
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la formule A (c’est-a-dire que les variables libres du terme ne sont pas quantifiées
une fois la substitution réalisée). Dans les régles G3g et GVd, la variable y n’apparait
pas libre dans le séquent conclusion.

L’ensemble des axiomes du systeme G est défini comme étant ’ensemble des séquents
(I' = A) tels que I' et A ont des formules en commun (un séquent qui contient T
dans sa partie droite ou L dans sa partie gauche est aussi un axiome).

La regle de la coupure étend les régles du systéme G par la construction et I'utilisation
de lemmes (I',Q, A, A quatre ensembles de formules et L une formule) :

Q=LA L= A
QI=AA

Le lemme L est isolé et démontré une unique fois sur une partie €2 des hypotheses;
le lemme est alors utilisable & loisir dans la preuve de A. Tout théoréme (c’est-a-dire
séquent valide) démontré grace a la regle de la coupure peut I'étre sans celle-ci;
le cott par rapport au nombre d’applications des regles peut étre alors exponentiel.
Puisque ce sont des ensembles de formules qui sont manipulés, de cette régle peuvent
s’extraire deux restrictions plus intuitives :

Q=1L I'L=A I'=1L L= A
QIr=A '=A

La premiere illustre, 'activité de recherche dans un domaine formel : pour établir un
nouveau théoreme, il n’est pas nécessaire de tout redémontrer et la preuve de L est
considérée comme acquise ; la seconde est plus proche de l{apprentissage de lemmd:
un lemme est calculé pour épargner une partie du parcours de I’espace de recherche.

CCDNEF. cf.
certificat. cf. §
CHR. [R5 Le langage CHR (pour « Constraints Handling Rules ») est un langage

de regles de réécriture destiné a 'implantation de solveurs de contraintes dans un
langage hote. Le langage CHR permet a l'utilisateur de définir déclarativement des
contraintes, le langage hote réalisant le reste des calculs. Le langage CHR est un
langage de régles gardées a gardes multiples dont la syntaxe (simplifiée) d’une regle
est la suivante :

— une regle de simplification est de la forme :

Hy,...,H, <=> Gl,...,Gj|B1,...,Bk
— ou bien une regle de propagation est de la forme :
Hy,...,H, ==> G1,...,Gj|B1,...,Bk

avec ¢ > 0, j > 0, k > 0, Hy,...,H; une suite non vide de contraintes CHR,
G1,...,G; une suite de contraintes gérées par 1'hote et Bi,..., By une suite de
contraintes. La sémantique déclarative est la suivante :



— pour une regle de simplification, c’est 1’équivalence
VX((GiN...NGj)—=((HIN...NH;)—=(3Z (BiA...ABy))))

— pour une régle de propagation, c’est I'implication
VX((GiN...ANGj)—=((HIN...NH))—=(3Z (BiA...ABy))))

Plus informellement, la regle de simplification remplace, si les gardes GiA...AG;
sont vérifiées, les contraintes de la téte Hy, ..., H; par celles du corps By, ..., By dans
I’ensemble des contraintes tandis que la regle de propagation ajoute les contraintes
du corps tout en conservant celles de la téte. Les regles sont appliquées jusqu’a ce
qu’un point fixe soit atteint.
Le formalisme est illustré ci-dessous sur les du chapitre @l avec pour langage
hote [Prologl; le [prédica CHR pour les regles de 'implication est >gbf>’.
Un [schémd contradictoire d’instance Q((x—y)«<z2) est tel que Q((z—y)«—z) = L;
une regle CHR de simplification en est déduite :
'qbf>? (LX, LY, LZ) <=> condition(LX,LY,LZ) | fail.
Le prédicat fail du langage hote échoue systématiquement ; le prédicat condition
assure la garde sur le lieur et les égalités possibles des [ifféraud x, y et z entre-eux
ou avec les constantes propositionnelles qui sont codées 0 pour L et 1 pour T. Par
exemple, le schéma VzVy((x—y)<7) est contradictoire, la réegle CHR en est déduite :
'gqbf>’ (LX, LY, LZ) <=>

‘u?? (LX), ’u?’(LY), (LX < LY), lit_opp(LY,LZ) | fail.
Le prédicat < réalise I'ordre « < » du lieur; le prédicat e ?’ (resp. *u?’) est tel
que e ?’ (L) (resp. u?’ (L)) est vrai si le littéral L est quantifié existentiellement
(resp. universellement) ; le prédicat 1it_opp est tel que lit_opp(L,L_) est vrai sile
littéral L est le [complémentaire du littéral L_.
Un schéma tautologique d’instance Q((z—y)—z) est tel que (Q((x—y)«—z)—T);
une regle CHR de simplification en est déduite :
'qbf>’ (LX, LY, LZ) <=> condition(LX,LY,LZ) | true.
Le prédicat true s’efface avec succes systématiquement.
Les régles de propagation/simplification s’implantent en des réegles CHR de simplifi-
cation. Par exemple, la regle pour le schéma 3|y|V|z|3|x|((z—y)<—T) et la propaga-
tion [y < L][x < Z] s’implante en la regle CHR de simplification :
'qbf>? (LX, LY, LZ) <=>

’e?’ (LX), ’e?’(LY), ’u?’(LZ), (LY < LZ), (LZ < LX) |

LY <- 0, LY <- ~(LZ).
Le prédicat ’><-’ réalise la substitution sur les littéraux.
Les reégles de propagation s’implantent en des réegles CHR de propagation. Par ex-
emple, la régle de propagation pour le schéma 3|z|V|z|3|y|((x—y)«2) s’implante en
la regle CHR de propagation :
'qbf>’ (LX, LY, LZ) ==>

a7 (LX), ’e?’ (LY), ’e?’(LZ), (LZ < LX), (LX < LY) | LZ <- 1.

127



128

Les littéraux sont obtenus grace a des variables Prolog attribuées [I14] qui permet-
tent d’attacher des attributs aux variables. Ces derniers sont des informations (par
exemple un domaine) ou des comportements et sont particulierement utiles pour im-
planter des systemes pour des|problemes de satisfaction de contraintes L’élimination
des quantificateurs (de la[logique_des prédicald implicitement existentiels) entre deux
phases de propagation (c’est-a-dire deux calculs de point fixe) s’effectue dans le lan-
gage hote Prolog par des prédicats définis par 'utilisateur qui énumerent les valeurs
pour les variables associées aux quantificateurs (via le mécanisme de [refour-arrzerd
de Prolog).

CirQit. [I12] CirQit est une [procédure de décisior] pour le [probleme de validitd des

QBF dont la [mafricd est quelconque (sur le fragment {A,V,—}) basée sur
par extension d’une procédure de décision pour le probleme [SAT] [222]. En
interne, la matrice est sous la forme d’un circuit logique (avec partage de structures),
c’est-a-dire un [graphe acycliqgue orientd avec nocuds n-aires.

\CirQit\

Décision | PSPACE
Sémantique | Polynomial en espace ‘ QBF prénexe

Monolithique
DAG
J-learning
V-learning
Réduction universelle
Simplification T et L
Propagation don’t care

clause. 1. prop & qBr. Une clause est une [formule propositionnelld uniquement

formée de et de [Zféraual Une clause tautologique est une clause qui
contient un littéral et son [complementaire, Une clause tautologique est équivalente,
par les [equivalences logiqued 0.10 et 0.20, a T. Une clause est unitaire si elle est
réduite a un seul littéral. (En QBF, une clause peut étre considérée comme uni-
taire si elle ne contient qu’un seul littéral quantifié existentiellement et des littéraux
universellement quantifiés tels que ceux-ci soient plus internes que le littéral « uni-
taire » existentiellement quantifié.) Une clause vide est une clause ne contenant

aucun littéral et représente donc, par ’équivalence logique 0.15, L (I’élément neu-
tre de la disjonction). Une clause définie est une clause contenant exactement un
Une clause de Horn est une clause contenant au plus un littéral posi-
tif. Une clause est subsummée par une autre clause si tout littéral de la seconde
apparait dans la premiere (par conséquent, tout [modeld de la seconde est modele de
la premiere). 2. prep. Une clause est une[formule de la logique des prédicatd[prénezd
uniquement formée de disjonctions et de [zttéraud[universellement quantified.

clause de Horn. cf. [clousd
clause définie. cf. [clausd

clause tautologique. cf. [clousd
clause unitaire. cf. [clausd



clause vide. cf. [clausd

CLearn . [07] CLearn est une [procédure _de_décisior] pour le [probléme_de validitd des
QBF dont la [mafricd est sous [EN( basée sur La procédure integre la
Ireduction universelld suivie d’une [propagation des clauses unitarred uniquement sur
la clause menant a la propagation ; elle integre aussi du|confiict learning associé a du
[conflict dvrected backjumping La procédure se focalise sur 'expérimentation de deux
techniques dites « complétes » de [solution learning (I'une locale et 'autre globale,
extension de la premiere en en considérant les lemmes persistants pour le reste de
la recherche) par opposition aux techniques précédemment proposées [130, 104], 230]
qui sont qualifiées d’« incompletes » car n’apprenant ni toutes les clauses ni tous
les [cubed possibles. Ces deux techniques introduisent dans la formule initiale des
symboles propositionnels [universellement quantificd pour construire des cubes qui
capturent ’ensemble des lemmes qui peuvent étre appris sur les universelles. Ces
techniques dont I’efficacité est modeste semblent complexes & mettre en ceuvre.

CLearn
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNCA prénexe

Monolithique

FNC prénexe
J-learning
V-learning

Propagation unitaire

Littéraux monotones

clos. 1. qBr. cf. définition @l 2. prep. Une formule est close si toute occurrence de
variable dans la formule est sous la portée d’un quantificateur associé a cette méme
variable. 3. Un fragment d’un[langagdest clos pour une transformation (une fonction)
si une fois appliquée la transformation sur un [mod du langage, le nouveau mot
appartient aussi au langage. Le fragment est linéairement (resp. polynomialement)
clos par la transformation si le mot résultant de la transformation est linéaire (resp.
polynomial) en taille par rapport au mot en entrée de la transformation.

cloture existentielle. cf. § [LZ2A

cloture universelle. cf. § 22

CNF. cf.

combined conjunctive-disjunctive normal form. cf.

complémentaire. 1. mMorpn. cf. définition Bl 2. rangage. cf. [machine de Turind

complet, completude. 1. Un systeme de construction de preuves est complet vis-
a-vis d’une sémantique lorsque toute formule qui appartient a la sémantique est
prouvable dans le systeme. 2. cf. [heérarchie polynomaiald

composante fonctionnelle. cf. définition

composante propositionnelle. cf. définition

conflict directed backjumping. cf. [refour-arrierd

conflict learning. cf. [apprentissage de l[emmd

conjonction. cf. définition [l
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conjugué. cf. définition Bl

consistance d’arc quantifié. cf.|probleme de satisfaction de constraintes quantificed

contrainte. 1. gsr. cf. définition 2. cf. [probleme de satisfaction de contrainiesl)
3. cf. [programme logique normal.

contrainte quantifiée. cf. définition

correct, correction. Un systéeme de construction de preuves est correct vis-a-vis
d’une sémantique lorsque toute formule prouvable dans le systéme appartient a la
sémantique.

cube. Un cube (ou terme) est une [conjonction] de [iZléraua Un cube vide est un cube
ne contenant aucun littéral et représente donc, par 1Jéquivalence logiqud (0.13), T
(Pélément neutre de la conjonction).

cube vide. cf.

DAG. cf. [graphe acyclique orientd,

Davis-Logemann-Loveland. 1. qgsr. cf. § [[50l 2. prop. [68] La procédure de
Davis-Logemann-Loveland (ou DLL) est une [procédure _de_décisior] pour le probleme
[E27] qui parcourt en profondeur d’abord un [arbre sémantiqud avec & la racine une
formule propositionnelle sous [ENO La [subsfifufzon d’'un symbole propositionnel par
T dans une formule sous FNC élimine toutes les [claused le contenant et élimine sa
négation de toutes les clauses; par dualité, la substitution d’un symbole proposi-
tionnel par L dans une formule sous FNC élimine toutes les clauses contenant sa
négation et 1’élimine de toutes les clauses. Les cas d’arrét de 'induction sont : soit
un neeud associé a une formule sous FNC vide est parcouru et I’algorithme retourne
T (la formule est [satisfiabld et le [modeld est extrait de I'ensemble des arcs entre la
racine et ce noeud) ; soit un noeud associé & une formule contenant une [clause vidd est
parcouru et I’algorithme retourne L (ce noeud est une feuille de I'arbre sémantique,
cela correspond & une laluafzonl qui rend la formule puisqu’elle con-
tient une clause vide qui est équivalente & L, I’élément neutre de la [disjonctiord).
Le cas d’induction est le suivant : un symbole propositionnel est substitué dans la
QBF par T, si 'appel récursif retourne T alors T est retourné par contre si 'appel
récursif retourne _L alors le résultat de 'appel récursif avec le symbole propositionnel
substitué par L est retourné. L’algorithme de Dawis-Logemann-Loveland integre la
lpropagation de clauses unitaires et la [propagation de littérauxr monotoned Les deux
sources d’indéterminisme dans un arbre sémantique sont le choix du symbole propo-
sitionnel pour la paire d’arcs sortants d’un noeud et ’ordre de ces deux arcs; ces
deux choix sont libres.

Davis-Putnam. 1. qsr cf. § 2. prop. La procédure de Davis-Putnam [69)]
(ou DP) est une [procédure de décisior] pour le probleme [SAT] fonctionnant par
induction sur la multi-résolution qui applique toutes les [ésolufzond possibles sur
un symbole propositionnel (en éliminant ainsi toutes les occurrences du symbole
propositionnel et donc implicitement le quantificateur, cette technique peut étre vue
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comme une élimination de quantificateurs (cf. § [[H)). La multi-résolution n’est pas
lanearrement closd en espace mais seulement [polynomialement closd en espace sur le
fragment [EN{ [83]. Si une [clause vidd fait partie de la formule alors cette derniére est
Si 'ensemble de clauses qui forme la formule devient vide alors la for-
mule est Le systéme ZRES [A0)] implémente Palgorithme de Davis-Putnam
sur le formalisme des [ZBDT [T48)].

decide [IR7] decide est une [procédure_de décisior] pour le probleme de validité des
QBF dont la [mafricd est sous [EN{ basée sur Ce n’est pas ex-
plicite, mais la procédure decide integre la [propagation des littéraux monotones
Cette procédure integre aussi les techniques suivantes : 1ftnversion des quantificateurs,
Ifechantillonnagd et la [défection des Ifféraur en éched La procédure de décision
decide a été implantée a partir de la procédure de décision satO [I33] pour le

probléme [SATL
decide
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe
J-backtrack
V-backtrack
Propagation unitaire
Littéraux monotones
décidable, décider. cf. [machine de Turing.
décomposition. cf. §ET1
dépendance. Une dépendance entre symboles propositionnels pour une QBF existe
lorsque l'ordre djelimination des quantificateurs ne peut étre inversé sans perdre la
correction. Une dépendance bride le choix d’élimination des quantificateurs sur lequel
reposent les efficaces pour le probléme [SAT] La relation d’ordre ] in-
duite par une QBF est une relation de dépendance qui n’est pas nécessairement
minimale en ce qu’elle contient des couples qui ne sont pas des dépendances. Le
calcul de la dépendance minimale, qui est basée pour le cas des QBF sous [ENO
sur le graphe des connections des symboles propositionnels via la participation
aux [claused est [PSPACE-compled [T91]. Le miniscoping [I7] qui est basé sur les

[Equivalences logiqued ((qx F)VQ) 2 (gz (FVQ)) et ((qz F)NG) E (gz (FAQ)) (x
n’apparaissant pas([[zbrddans G) permet de réduire les dépendances. La[mise_sous Jor]
introduit des dépendances par la mise sous forme linéaire en un lieur.
A partir d’une forme prénexe peuvent étre extraits un arbre de quantificateurs [26]
ou une structure quantifiée [109] qui sont des sur-approximations de la relation de
dépendance minimale.

dependency-directed backtracking. cf. [relour-arricrd

détection des litteraux en échecs. [I87] La détection des littérauz en échec est
une technique pour les [procédures de deéciston| pour le[probleme de validitd avec pour

entrée des QBF [prénered sous [FENC qui est issue de la technique de méme nom pour
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le probleme [SAT] [T33]. Un [quantificateur le_plus internd d’'une QBF prénexe QqxF
est sélectionné et une [propagation des clauses unitairedsur [z < T](F') est opérée ; si
la [clouse_vidd est présente dans le résultat alors si le quantificateur ¢ est existentiel,
—x est ajouté & I'ensemble des clauses sinon la QBF est n’est pas [walidd Le calcul
peut étre aussi réalisé avec [x < L](F') mais alors c’est & qui est ajouté a 1’ensemble
des clauses.

diagramme de décision binaire. [4] (en. Binary Decision Diagram ou BDD) Un
diagramme de décision binaire est un graphe binaire orienté acyclique dont les
noeeuds sont étiquetés par des [symboles propositionnels, les arcs étiquetés par des
lwaleurs de véritd et deux noeuds sans arc sortant 0 et 1. Un BDD est aussi vu comme
une [formule propositionnelld sous [FNN dont les nceuds A sont des neuds d’assigna-
tion et les noeuds V sont des neuds de décision [83]. Un neud d’assignation est un
nceud A de la forme (zAF) (resp. (—zAF')) avec x un symbole propositionnel et F' une
formule. Un neeud de décision est un nceud V de la forme ((—mzAF)V(zAG)) (resp.
(mxAF)) avec x un symbole propositionnel et F', G des formules. Un OBDD (en.
Ordered Binary Decision Diagram) est un BDD dont 'ordre des symboles proposi-
tionnels dans chaque chemin dans le graphe respecte un ordre sur les symboles propo-
sitionnels. Un OBDD est réduit si chaque noeud représente une [fonction booléennd
distincte (c’est-a-dire il n’y a pas de sous-graphes isomorphes). Les OBDD réduits
sont une représentation canonique des fonctions booléennes. Les ZBDD [148] (pour
« Zero suppressed BDD ») sont une extension symbolique des BDD qui permettent
de représenter de manieére compact des ensembles de [claused; la sémantique des arcs
est modifiée en « présent/absent ». Si les BDD sont bien adaptés a la représentation
de fonctions booléennes, les ZBDD sont bien adaptés a la représentation d’ensembles
de sous-ensembles.

directed acyclic graph. cf. [graphe acyclique orientd

disjonction. cf. définition [

distributivité. cf. |[équivalence logiqud

DLL cf. [Davis-Logemann-Loveland

DNF. cf

DP. cf. [Dovis-Pufnam.

Duaffle. [I90] Duaffle est unelprocédure de décision]pour le[probleme de validitd des
QBF [prénezed dont lalmalricd est sous la forme soit (R3A(Ry—V)), soit (Ry—(RaAV)).
La QBF est interprétée comme codant un jeu a deux joueurs avec les régles (R3)
et conditions de victoire (V) du joueur existentiel et les régles (Ry) du joueur uni-
versel ; R3, Ry et V sous [ENA La procédure Duaffle est basée sur la procédure
Par les [équivalences logiqued (0.1), (0.5) et (0.6), les regles du joueur uni-
versel sont converties sous [FNT] Le premier schéma correspond au fait que le joueur
existentiel a tout de méme besoin de réaliser la solution pour gagner tandis que le
second schéma correspond au fait qu’il suffit que le joueur universel triche pour que
le joueur existentiel gagne.
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Duaffle
Décision | PSPACE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC/FND prénexe

Monolithique
FNC/FND prénexe
J-backtrack
V-backtrack
Propagation unitaire
Littéraux monotones

dual de la Q-résolution. cf. [()-résolution}

EBDDRES [203] Le systéeme EBDDRES est une extension de la [procédure de décision] de
méme nom pour le probleme [SAT] [TT9] étendue aux QBF qui génére, pour une QBF
qui n’est pas [palidd, une preuve par [c€solufzon et qui construit, pour une QBF [alidd,
le modele QBF sous la forme d’un [BDTA

échantillonnage. [I87] L’échantillonnage (en. sampling) est une technique pour les
lprocedures de décision] basées sur une [V-expansion top-downl, de diminution de 'es-
pace de recherche pour des QBF sous[ENClde la forme Jz; ... 32, Yy, ... Vy,F. Pour
chaque z;, 1 <7 < n la boucle suivante est répétée un certain nombre de fois : pour
des valeurs de C1,...,Cp, € {T, L} prises au hasard, [z; «— T][y1 < Ci]...[yp «—
Cp)(F) subit une[propagation des clauses unitaired silalclouse viddest présente dans
le résultat alors —x; est ajouté a I'ensemble des [claused (et une nouvelle propaga-
tion des clauses unitaires peut s’en suivre). De la méme maniere, le calcul peut-étre
effectué avec la substitution [z; « _L].

élimination de quantificateurs. cf. §[CH

élimination d’un littéral unitaire globalement. cf. [propagation de clauses uni]
[Eaired

élimination d’un littéral unitaire localement. cf. [propagation de clauses unitad
res

ensemble des sous-formules et leurs complémentaires. cf. définition Bl

ensemble étendu de sous-formules. cf. définition Bl

équivalence logique. 1. qsr. cf. définition pour I'équivalence qui préserve les
modeles propositionnels et définition pour I'équivalence qui préserve les modéles
QBF. 2. prop. L’équivalence logique (notée (. = .)) est une [relalion d équivalencd
définie ainsi : soient F' et G deux formules, F' = G si = (F'—G). De plus cette relation
d’équivalence est une congruence : soient F, F', G et G’ des formules, si F = F’
et G = G alors -F = ~F', (FVG) = (F'VG), (F-Q) = (F'—-G), (F-G) =
(F'—G") et (FAG) = (F'AG"). Une propriété particulierement souhaitable issue de
la, congruence est la [subsfitufion] des équivalents : soit  un symbole propositionnel,
F, G et H trois formules telles que G = H alors [x — G|(F') = [z «— H](F).

Les équivalences logiques classiques sont :
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0.1 (F—G) = (-FVG) [— en fonction du V et de la -]

0.2 (F—G) = —(FA-Q) |— en fonction du A et de la 7

0.3 (F—G) = ((F—=G)AN(G—F)) [« en fonction du A et de I'—)]
0.4 ——F = F [négation involutive]

0.5 =(FVG) = (-FA-G) [loi de de Morgan]

0.6 —(FAG) = (-FV~G) [loi de de Morgan]

0.7 =T = L [L en fonction de = et T]

0.8 =L =T [T en fonction de — et L]

0.9 (wFAF) = 1 [L en fonction de = et A

0.10 (=FVF) =T [T en fonction de — et V|

0.11 (FAF) = F [idempotence du A]

0.12 (FVF) = F [idempotence du V]

0.13 (TAF) = F [T élément neutre de A]

0.14 (TVF) =T [T élément absorbant de V]

0.15 (LVF) = F [L élément neutre de V|

0.16 (LAF) = L [L élément absorbant de A]

0.17 (FA(FVQG)) = F [Loi d’absorption)]

0.18 (FV(FAQG)) = F [Loi d’absorption]

0.19 (FAG) = (GAF) [Commutativité du A]

0.20 (FVG) = (GVF) [Commutativité du V|

0.21 (FAG)AH) = (FA(GAH)) [Associativité du A]

0.22 ((FVG)VH) = (FV(GVH)) [Associativité du V]

0.23 (FA(GVH)) = (FAG)V(FAH)) [Distributivité du A / V]
0.24 (FV(GAH)) = (FVG)A(FVH)) [Distributivité du V / A]
0.25 (F—G) = (-G—~—F) [Contraposée]

0.26 (zAF) = (zA[x < T|(F)) [Propagation du littéral pour A]
0.27 (mzAF) = (mzA[z — L](F)) [Propagation du littéral pour A]
0.28 (zVF) = (zV[x «— L|(F)) [Propagation du littéral pour V]
0.29 (—zVF) = (-aV[z < T](F)) [Propagation du littéral pour V|

0.30 (FaG) = ((FVG)A-(FAG))
3. prED. La définition est identique & celle, ci-dessus, de 1. prop avec pour équivalences
classiques (z n’apparaissant pas [zbrd dans G) :
1 (Vo (Vy F)) = (Vy (Vo F))
(35C (Fy F)) =3y Bz F))
—(Vz F) = (3z —F)
—(Jz F) = (Vx —F)

1 5 (qz F)VG) = (gz (FVE)
6 (g F)AG) = (g2 (FAG)
7 (Vx F)AN(Vx H)) = (Vo (FAH))
8 ((3z F)v(3xz H)) = (3= (FVH))
9 ((3x F)—G) = (Vz (F—@Q))
1 10 ((Vz F)—G) = (Fz (F—-Q))
1.11 (G—=(3x F)) = (3 (G—F))
1.13 (G—(Vx F)) = (Vo (G—F))
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1.14 ((Vx F)—((3x H)) = (3= (F—H))

equivalence reasoning. cf. [ratsonnement sur équivalencd

Evaluate. [A7 1R [A6] Evaluate est unefprocédure_de décisior]pour le[probléme de vad
[[zdzfd des QBF [prénexzed dont lamalricd est sous [ENbasée sur un [fDLO L’implanta-
tion de la procédure de décision Evaluate fait date puisqu’elle marque la premiere
implantation décrite et testée [46] pour le probleme de validité des QBF. Le cas
d’arrét considére une formule ne comptant plus que des symboles propositionnels
existentiellement quantifiés et fait appel alors a une procédure de décision pour le
probleéme[SATI Le cas d’induction du QDLL est précédé d’un test delalidité unimersel]
[le_Trivzald puis d’une phase d’application jusqu’a obtention d’un point fixe d’une sim-
plification nommée forced assignement et de la [propagation de littérauxr monotoned
comme dans QDLL mais aussi de la[falsifiabilite existentielle triviald, de lalfalsifiabilitd
luniverselle triviald et de lalfalsifrabilite par bittéraux complémentaires La simplifica-
tion forced assignement correspond implicitement a la réducfion universelld suivie
d’une [propagation des clauses unitarred uniquement sur la [clgusd menant & la prop-

agation.
Evaluate
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe
J-backtrack
V-backtrack
Propagation unitaire
Littéraux monotones
existentiel. 1. morpn. cf. définition [Ml 2. sem. définitions [[H et
existentiellement quantifié. cf. définition El
expansion. cf. §[[C0
;‘“\‘ﬁg
C?%v,,a
fo KEH
failed literal detection. cf. [déieciion des lifféraux en éched
falsifiabilité. cf.[semantique de la logigue propositionnelld.
falsifiabilité existentielle triviale. (en. Trivial falsity on ¥) 48] Une QBF sous
[FNCl dont I’ensemble des [clazsed ne contenant uniquement que des [ZZférauz_existend
[fzellement quantifiéed est finsatisfiabld, n’est pas [ualzdd
falsifiabilité par littéraux complementaires. (en. pairwise falsity) [48] La tech-
nique de falsifiabilité par littéraux complémentaires reprend un cas particulier de la
[()-résolulion] (pour des QBF sous [ENCJ). Si la [mafricd de la QBF contient
deux [claused telles qu’elles ne contiennent chacune qu’un seul [ZZZéral_existentiellemend
que ces deux littéraux sont [complémentaired et que les autres littéraux sont
des [itteraur universellement quantificd et si aucun littéral universellement quantifié
qui précede selon 'ordre[H]le littéral existentiellement quantifié n’a son complémentaire

135



136

dans lautre clause alors la QBF n’est pas [ualidd Cette technique correspond 4 la
recherche de la[falsifiabilité universelle triviald apres une étape de Q-résolution (sans
la réaliser effectivement).

falsifiabilité universelle triviale. (en. Trivial falsity onI1) [A8] Une QBF sous[FNCI
dont une deslclaused qui n’est pas[faulologiqudn’est constituée que de[ZZZéraua univery
[sellement quantified n’est pas lalidd

falsifier. cf.[sémantiqgue de la logique propositionnelld

faux. cf. définition [l

FNC. cf

FINCA. cf. [apprentissage de lemmd

FND. cf

FNN. cf.

FNND. cf.

fonction booléenne. cf. définition [Tl

fonction d’interprétation. 1. qsr. cf. définitionBIl 2. prep. cf.[sémantique de la [0
lgrque des predicats,

fonction de substitution. cf. définition [

forced assignement. cf. Exaluatel

forme normale. 1. qsr. cf. définition® 2. pror. Une[formule propositionnelld est en
forme normale négative (ou FNN, en. Negation Normal Form ou NNF) si c’est une
formule uniquement constituée de [conjonctiond de[disjonctiond et de [Zféraua (dans
certains cas les constantes T et L sont autorisées). Une autre définition [67] orientée
théorie des graphes et qui fait apparaitre les sous-formules partagées est la suivante :
un graphe orienté acyclique disposant d’une racine et tel que chaque nceud feuille
est étiqueté par T, L ou un littéral et chaque nceud interne, possédant un nombre
quelconque de noeuds fils, est étiqueté par une conjonction ou une disjonction.
Toute formule propositionnelle peut-étre mise sous forme normale négative en appli-

quant les[équivalences logiqued: (A®B) = -(A—B), (A—B) = (mAVB), (A—B) e

((A—=B)A(B—A)) puis les[lozs_de_de Morgar]et 'involution de la négation : =—A o
A. Cette transformation qui préserve la validité est polynomiale.

Une formule est sous forme normale conjonctive (ou FNC, en. Conjunctive Normal
Form ou CNF) si c’est « une » conjonction de disjonctions de littéraux (soit encore
« une » conjonction de [claused). Toute formule sous FNC est aussi une formule sous

FNN. Toute formule propositionnelle peut-étre mise en forme normale conjonctive

en appliquant d’abord la mise sous FNN puis la distributivité : (F\V(GAH)) 02

((FVG)A(FVH)). Cette transformation qui préserve la validité est dans le pire des
cas exponentielle [3]. Une formule est sous forme normale disjonctive (ou FND, en.
Disjunctive Normal Form ou DNF ou Sum Of Products ou SOP) si c’est « une »
disjonction de conjonctions de littéraux. Toute formule propositionnelle peut-étre
mise en forme normale disjonctive en appliquant d’abord la mise sous FNN puis la
distributivité : (FA(GVH)) "2 (FAG)V(FAH)).

De part la commutativité et ’associativité de la conjonction et de la disjonction la
FNC peut étre vue comme un ensemble (« une » conjonction) d’ensembles (des dis-




jonctions) ou [claused de littéraux ; de méme la FND est alors un ensemble (« une »
disjonction) d’ensembles (des conjonctions) de littéraux ou [cubed Un ensemble vide
considéré comme une conjonctive représente T (I’élément neutre de la conjonction,
cf. I’équivalence logique 0.13) tandis qu’un ensemble vide considéré comme une dis-
jonction représente L (I’élément neutre de la disjonction, cf. I’équivalence logique
0.15).
Une formule sous FNN est décomposable [65, 66l [67] si pour toute conjonction (FAG),
F et G ne partageant pas de symboles propositionnels. [Décider si une formule sous
forme normale négative décomposable (FNND, en. Decomposable Negative Normal
Form, en. DNNF) est peut étre réaliser en temps linéaire [65].
3. prep. Une formule de la [logique des prédicald est sous forme normale négative
(resp. conjonctive, disjonctive) si ¢’est une formule sous forme dont le [Zeud
est uniquement constitué de quantificateurs universels et dont la [mafricd est unique-
ment constituée de [conjonctiond, de [disjonctiond et de [Zfféraual Les mémes res-
trictions sur la matrice que pour le cas 1. prop. permettent de définir la forme
normale conjonctive et la forme normale disjonctive.

forme normale conjonctive. 1. qsr. cf. définition Bl 2. pror&preD. cf. [forme nor]
[mald

forme normale de contraintes. cf. définition

forme normale disjonctive. 1. qsr. cf. définition B 2. pror&prED. cf.
bnald

forme normale négative. 1. qsr. cf. définitionB 2. pror&preD. cf. [forme normald

forme normale négative décomposable. cf.

formule associée 4 une fonction. cf. définition [

formule booléenne quantifiée. cf. définition 1

formule booléenne quantifiée prénexe. cf. définition B

formule de la logique des prédicats cf. [langage de la logique des prédicatd

formule propositionnelle cf. [langage de la logique propositionnelld

formule propositionnelle associée & une substitution. cf. définition @

garde. cf. définition 34l

grd. cf. définition B4

grds. cf. définition B4

global unit literal elimination. cf. gpro

graphe acyclique orienté. Un graphe acyclique orienté (en. « directed acyclic graph »
ou « DAG ») est un graphe dont les arcs sont orientés et sans cycle (un cycle est une
chaine d’arcs telle que le premier sommet et le dernier sommet sont identiques).
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heuristique. Une heuristique est une regle qui a intérét a étre utilisée en général,

parce qu’on sait qu’elle conduit souvent a la solution, bien qu’il n’y ait aucune
certitude sur sa pertinence dans tous les cas.

hiérarchie polynomiale. [146] 217, 88| [172] La hiérarchie polynomiale H'P est définie

grace aux [machines_de_Turing (déterministes ou non) a oracle. L’oracle répond en
une transition si « oui » ou « non » un [mofl appartient & un certain Selon un
oracle donné O, deux classes de langage peuvent alors étre définies (M (O) représente
le langage par la machine de Turing & oracle selon l'oracle O) : P(O) est
la classe des langages décidés en temps polynomial sur une machine de Turing
déterministe a oracle O et N'P(O) est la classe des langages décidés en temps polyno-
mial sur une machine de Turing non déterministe a oracle O. Si £ est un ensemble de
langages sur un alphabet donné alors co — £ = {L tel que £ € £} avec L le langage
[complémentaird de L. (Dans le cadre d'une procédure de décision, le complémentaire
du langage pour lequel la réponse est « oui » est le langage pour lequel elle est
«mnon ».) Si £ est un ensemble de langages alors P(£) = Jpes P(O) et NP(E) =
Uoee NP(O). La hiérarchie polynomiale se définit comme étant {37, 117, AP 'k > 0}
avec X0 = IIf = Af = P et pour tout k > 0, X | = NP(X}), I}, = co—NP(X}),
Al = P(X}) (cf. [machine de Turing pour la définition des classes P et N'P); de
plus la hiérarchie polynomiale HP = |J;~, Xk Clairement, ¥} = NP et I} =
co— NP et pour tout k > 0, X7 UII} C Ai;l C ¥}, UIL, ;. Un probleme est com-
plet pour une classe de complexité s’il appartient a cette classe de complexité et qu’il
est au moins aussi difficile que tous les problemes de la classe. Le[probléme de validitd
pour le fragment X — QBF (resp. IT; — QBF) est X} -complet (resp. IT}-complet) et
le probleme de validité pour les QBF est [PSPACE-compledl Le probléeme [SAT] de
satisfiabilité d’une formule propositionnelle est N'P-complet et le probleme [CTATTT
qui décide si une formule est une est co — N'P-complet. Il n’est toujours
pas tranché de savoir si P # NP ni si HP € PSPACE (ce qui est attendu pour
le premier car « depuis le temps que 'on cherche » et pour le second, car sinon
HP = PSPACE et PSPACE ayant des problemes complets, la hiérarchie polyno-
miale en aurait aussi mais alors celle-ci s’« effondrerait » sur le niveau du probleme
complet le plus bas [I72]).

hyper résolution binaire. 1. pror. [20] L’hyper résolution binaire est une extension

du principe de [eésolufzon] propositionnelle qui applique simultanément 1’étape de
résolution sur une méme [clausd (avec un nombre quelconque de [féraudl) pour des
clauses binaires ayant un littéral [complémentaire dans cette premiere clause et pour
second littéral, un méme littéral. Cette étape d’hyper résolution binaire est basé sur

la [tautologid suivante :

= [V .. VIV V. VI)AIVIDA . AIVE)] = (VI V V).

Le littéral [ est le littéral de coupure. L’hyper résolution binaire peut étre vue comme
une généralisation de la propagation unitaire en autorisant les lclauses unitasred :

E (1LY . VIV VA A= (L1 Ve V).



L’hyper résolution binaire peut aussi étre vue comme une stratégie d’application de

. . 0.12
la résolution composée avec 1{équivalence logiqud (FVF) = F :

= (V. VIV V) AIVIDA AV
[(l\/lg\/ Vv \/ln)/\(l\/ll)/\ ... /\(l\/lz‘)].

ainsi de suite jusqu’a = [(IVEVE 1V ... VI)AIVE)]—=(IVE41V ... Viy,). Apres le cal-
cul du point fixe sur 'hyper résolution binaire et la[propagation de clauses unitaired,
la [défection de lifféraux en échecd se révele inutile. 2. qwr. [193] L hyper résolution
binaire sur les QBF est similaire & 1'hyper résolution binaire propositionnelle (cf. 1.
PrROP) mais n’autorise, tout comme la [-résolutior} qu’une coupure sur les littéraux
lexistentiellement quantified; elle s’accompagne généralement d’unelréducizon unwerd

i, i1, cf. définition

IT, 61, Ty Ipey By, Gy Gese, Gg. cf. définition 3

I+, 1, 1,1, 1,1, 1, Ig, I3, I,. cf. définition [[4 et [

I*. cf. définition MY et B0

implication. cf. définition [

insatisfiabilité. cf. [sémantigue de la logique propositionnelld,.

inversion des quantificateurs. [I87] L’inversion des quantificateurs (en. inversion
of the quantifiers) est une technique, pour les [procédures_de_décision] basée sur une
V-expanston top-down), de diminution de ’espace de recherche pour des QBF de la
forme Jx; ... 3z, Vy; ... Yy, F. Cette technique part du principe que les modéled de la
QBF 32y ...32,Vy; ... Vy,F ne peuvent étre construits qu’a partir des modeles de la
QBF 3z ... 32,3y ... 3ypF = 3y1 ... yp3z1 ... 3z, F. Maintenant, la[délection ded
[iZiéraus_en éched est appliquée en calculant Jz;...3z, [y1 — Cillyp — Cpl(F)
(Ci,...,Cp € {T,L}) pour restreindre, dans le parcours de 1farbre_sémantiqud de
dzq ... 32, Vy1 ... Vy,F, les substitutions sur x1 ... x,.

inversion of the quantifiers. cf. [inversion des quantificateurs

IQTest . [227] IQTest est une [procédure_de décisior] pour le [probléme _de validitd des
QBF [prénexzd dont lalmafricd est conjointement sous [ENA et [ENT] basée sur un [JDLT}
La mise sous forme conjointement FNC/FND d’une QBF prénexe QF présuppose
I’existence d’une fonction de [mise sous forme normale conjonctivd fnc par renom-
mage de formules qui calcule un couple (C,Y’) constituée de la FNC C ainsi que
I'ensemble des symboles existentiellement quantifiés Y. Si fne(M) = (C,Ye) alors
M = 3Y¢C. La FND de la formule M est calculée sur la formule =M : si fne(—-M) =
(D,Yp) alors =M = 3YpD et donc - —M o M = -3YpD U VYp—D, =D étant
aisément mise en FND. La forme conjointe FNC/FND est alors calculée ainsi (grace a
1léquivalence logiqud M = (M\V——M), cette forme est appelée « Combined Conjunc-
tive-Disjunctive Normal Form » ou « CCDNF ») :
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QM = Q(MV—-—-M) = Q(3YeCWYp—D) = QIAYeVYp(CV—D).
La motivation d’une telle structure de formule est le traitement symétrique aussi
bien du « conflict learning »®% par des [claused que du [ solution learning »| par des

[cubed
IQTest
Décision | PSPACE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC/FND prénexe

Monolithique
FNC/FND prénexe
J-learning
V-learning
Propagation unitaire
Littéraux monotones
Réduction universelle

langage. cf. [machine de Turing

langage de la logique des prédicats. Un langage non-logique, L, associé a l’alpha-
bet logique, est la donnée d’un ensemble SF , de symboles de fonction et d’un ensem-
ble 8P de symboles de prédicat (c’est-a-dire une fonction a valeur dans [BOOTJ).
SFr et SP, sont dénombrables et possiblement vides. SF ., SP, et I’ensemble des
variables sont disjoints deux a deux. L’ensemble des symboles de fonction d’arité 0
ou symboles de constante est noté SCr. L’ensemble des termes du langage L est le
plus petit ensemble vérifiant les conditions suivantes :
— toute variable est un terme;
— tout élément de SC, est un terme;
— §ity,...,t, sont des termes et f est un élément SF, d’arité n > 0 alors ft;...t,

est un terme.

L’ensemble des formules atomiques (ou atomes) d’un langage £ est constitué (exclu-

sivement) ainsi :

— 1 et T sont une formule atomique;

— si p est un élément de SP, d’arité 0 alors p est une formule atomique ;

— si p est un symbole de prédicat d’arité n > 0 et ¢4, ..., t, sont desEermed construits
sur SF alors pty...t, est une formule atomique.

L’ensemble des formules, PRED/, d’un langage L est le plus petit ensemble vérifiant

les conditions suivantes :

toute formule atomique est une formule;

— 81 A est une formule alors —A est aussi une formule;

— si A et B sont des formules alors (AAB), (AVB), (A—DB) et (A—DB) sont des
formules ;

— si x est une variable et A une formule alors (Vz A) et (3z A) sont des formules.
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Tout ceci défini le langage de la logique des prédicats qui est aussi appelé langage de
la logique du premier ordre . Une occurrence d’une variable est libre si elle n’apparait
pas sous la portée d’un quantificateur associé a cette variable (sinon elle est liée).

langage de la logique du premier ordre. cf.[langage de la logique des prédicats,

langage de la logique propositionnelle. Le langage de la logique propositionnelle
est constitué d’un ensemble de symboles propositionnels, noté SP, deux constantes
logiques, T et L et un ensemble de connecteurs logiques, les plus souvent définis
étant : 'unique connecteur unaire (avec un argument), la négation (de symbole —)
et les connecteurs binaires (avec deux arguments), la conjonction (de symbole A),
la disjonction (de symbole V), 'implication (de symbole —), la bi-implication et le
ou exclusif (de symbole @). L’ensemble des formules propositionnelles, PROP, est
défini comme étant le plus petit ensemble vérifiant les conditions suivantes : tout
élément de SPU{L, T} est un élément de PROP ; si A est un élément de PROP
alors —A est aussi un élément de PROP ; si A et B sont des éléments de PROP
alors (AAB), (AVB), (A—B), (A—~B) et (A®B) sont des éléments de PROP.

langage non-logique. cf.[langage de la logique des prédicatd

lemme. cf. [apprentissage de [emmd,

libre. cf. définition Hl

librement substituable. cf. définition [0

lié. cf. définition Hl

lieur. 1. gsr. cf. définition 1. preD. cf.

lieur. cf définition B4

lindairement clos. cf. [clod

linéarisation. cf. §[C33

littéral. 1. qsr. cf. définition [ 2. prop Un littéral est un [symbole propositionnel
(littéral positif) ou sa (littéral négatif). Un littéral est monotone (ou pur)
dans une formule sous [ENC s’il n’apparait que dans une seule polarité : littéral
monotone positif (resp. littéral monotone négatif) si le littéral apparait uniquement
sous sa forme positive (resp. négative). 3. prep. Un littéral est un [alomd (littéral
positif) ou sa (littéral négatif).

littéral existentiellement quantifié. cf. définition [

littéral monotone. cf. [ZZféral

littéral négatif. cf. [ZZZéral

littéral positif. cf. [ZZéral

littéral pur. cf. [iferal

littéral universellement quantifié. cf. définition [1

littéraux complémentaires. cf. définition [1

littéraux conjugués. cf. définition [@

local unit literal elimination. cf.

logique des prédicats. 1. morpn. cf. [langage de la logique des prédicatd 2. sem. cf.
Isemantique de la logique des predicats

logique propositionnelle. 1. morph. cf.[langage de la Togique propositionnelld 2. sem.
cf. [sémantique de la logigue propositionnelld 3. syn. cf. [calcul des séquents

lois de de Morgan. cf. [equivalence logiqud
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machine de Turing. La machine de Turing, due & Alan Turing (1912-1954), a pour

but de formaliser la notion de procédure effective; elle s’appuie sur les définitions de
la théorie des langages suivants : un alphabet est un ensemble fini de caracteres, un
mot est une suite finie d’éléments d’un alphabet, un langage est un ensemble de mots
définis sur un méme alphabet, le complémentaire d’un langage £ sur un alphabet est
le langage £ des mots sur ce méme alphabet mais qui ne sont pas dans le langage L.
Les composants d’une machine de Turing sont décrits tout d’abord informellement
puis son fonctionnement. Une machine de Turing est la donnée [225] : une téte de
lecture qui indique le caractere suivant a lire sur le ruban d’entrée ou est placé
I'instance du probléme; un ensemble d’états finis (état initial et états accepteurs);
une fonction de transition qui indique pour chaque état et chaque symbole lu I’état
suivant, le symbole écrit et le sens de déplacement de la téte de lecture; et s’exécute
ainsi :
— Départ : état initial et téte de lecture sur le premier caractere du mot d’entrée ;
— A chaque étape :

1. lecture du caractere sous la téte de lecture;

2. remplacement du caractere lu par celui de la fonction de transition ;

3. déplacement de la téte de lecture selon la fonction de transition ;

4. changement d’état selon la fonction de transition.

— Arrét : Le mot est accepté si la machine de Turing atteint un état accepteur.

Une telle machine de Turing est qualifiée de déterministe car la transition est entiere-
ment déterminée par le caractere lu, I’état courant et la fonction de transition. Une
machine de Turing est non déterministe si la fonction de transition est remplacée
par une relation de transition. Dans une telle machine, le choix de la transition, en
accord avec la relation de transition, se fait soit selon une certaine stratégie, soit
au hasard, soit selon un oracle qui guide dans le choix vers un état accepteur. Un
mot est accepté par une machine de Turing non déterministe s’il existe au moins
une exécution qui meéne a un état accepteur. Un langage est décidé par une machine
de Turing (déterministe) si la machine accepte le langage et n’a pas d’exécution
infinie, c’est alors une procédure de décision. Une fonction ou procédure est cal-
culable §’il existe une machine de Turing qui permet de la définir. La notion de
machine de Turing est capitale en théorie de la complexité car elle permet de définir
des classes de langages acceptés et particulierement les classes P, NP, PSPACE
et la |hierarchie polynomialel Le temps d’exécution d’une machine de Turing est
compté en nombre d’applications de la fonction (relation) de transition tandis que
I’espace d’exécution d’'une machine de Turing est compté en nombre de cases du
ruban d’entrée utilisées lors de I’exécution. Trois classes de machines de Turing sont
définies pour exprimer les classes P, NP, et PSPACE : DTIME(f(n)) est la classe
des langages acceptés par une machine de Turing déterministe en un temps borné
par f(n), n étant la taille du mot d’entrée ; de méme, NTIME(f(n)) est la classe des
langages acceptés par une machine de Turing non déterministe en un temps borné
par f(n); DSPACE(f(n)) est la classe des langages acceptés par une machine de




Turing déterministe dans un espace borné par f(n). Alors P = |J,~, DTIME(n*)
est la classe des langages acceptés polynomialement (en temps) par une machine
de Turing déterministe, NP = (Jyo; NTIME(n*) est la classe des langages ac-
ceptés polynomialement (en temps) par une machine de Turing non déterministe et
PSPACE = |Jp>, DSPACE(n") est la classe des langages acceptés polynomiale-
ment en espace par une machine de Turing déterministe. Un intéressant résultat, dont
les conséquences sont patentes en pratique, est que NP = (J,~; DTIM E(Q”k) [88].

machine de Turing a oracle. cf. [hterarchie polynomiald -

machine de Turing déterministe. cf. [machine de Turing

machine de Turing non déterministe. cf. [machine de Turing

matrice. 1. gsr. cf. définition Bl 2. preD. cf.

métaheuristique. Les métaheuristiques forment une famille d’algorithmes visant
a résoudre des problemes dont il n’est pas connu d’algorithme en temps polyno-
mial. Chaque métaheuristique forme un cadre dans lequel I’expression du probleme
doit étre adapté. Les métaheuristiques ne parcourt qu’une partie de l’espace de
recherche. Parmi les plus connues peuvent étre citées : la recherche locale via la
recherche tabou [110)], ’algorithmique génétique [T4T] et 1’optimisation par colonies
de fourmis [39).

minimalité d’une QBF'. cf. définition

miniscoping. cf. [dépendancd

mise sous forme normale conjonctive. cf. §[C33l

mise sous forme normale disjonctive. cf. §[[33l

mise sous forme normale négative. cf. §[[33

mise sous forme prénexe. cf. §[L33

modeéle. 1. gsr. cf. définitionZIl 2. pror. cf.[sémantigue de la logique propositionnelle)
3. prep. cf. [sémantique de la logique des prédicats,

modeéle stable. cf. [sémantique des modéles stabled

monotone. 1. qsr. cf. [iféral monotond 2. Un mécanisme de raisonnement est
monotone si I'ajout de nouvelles hypothéses ne remet pas en cause ce qui a été
déduit.

mot. cf. fmachine de Turing

multi-résolution. cf. [Dawis- Puinanl

négation. cf. définition [

négation par défaut. cf. [programme logique normal

Nenofex. [I36] Nenofex est une [procédure de décision] pour le [probleme de validitd
des QBF dont la Imafricd est sous [ENM qui étend la procédure de décision
qui est restreinte aux QBF prénexes dont la matrice est sous [ENO Une
forme de est opérée & partir des sous-formules permettant de calculer
les parties de la QBF qui doivent étre dupliquées lors de llezpansion bottom-up| qui
peut étre effectuée sur le symbole propositionnel existentiellement ou universellement
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quantifié le L’expansion s’applique aussi aux symboles propositionnels
universellement quantifiés tels que seuls des symboles propositionnels existentielle-
ment quantifiés sont plus internes (alors ces symboles dépendant des symboles uni-
versellement quantifiés doivent étre dupliqués). La procédure Nenofex est polyno-
miale en espace a l'inverse de la procédure quantor qu’elle étend car le fragment
FNN est [znéazrement clod pour 'expansion d’un quantificateur existentiel le plus
interne. Lorsque la QBF ne contient plus que des quantificateurs existentiels (resp.
universels), la formule est mise sous [FN{ et une procédure pour le probleme [SAT]
(resp. [CATT) en [décidd

Nenofex

Décision | PSPACE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNN prénexe

Monolithique
FNN
J-expansion]
V-expansion|
Simplification T et L

NNEF. cf.[forme normald
non-monotone. cf. [monofond

non-validité. cf. aliditd

normal logic program. cf. [programme logique normal.
NP. cf. [hiérarchie polynomiald

NP-complet. cf. [hiérarchie polynomiald

OBDD. cf.[Diagramme de décision binaird

occurrence d’un symbole propositionnel. cf. définition E
optimalité d’une base littérale. cf. définition B7

oracle. cf. [hiérarchie polynomuale

ou-exclusif. cf. définitions [ et

P. cf. [hérarchie polynomaald

P #NP. cf. [iérarchie polynomiald

pairwise falsity. cf. [falsifiabilite par littéraur complementaires

plus petit modele de Herbrand. cf. [programmation logiqud

polarité. cf. définition [[l pour les quantificateurs et définition [d pour les littéraux.
poli. cf. définition E

polynomial en espace. cf. [hicrarchie polynomuald

polynomialement clos. cf. [clod
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politique. [B5, K6, 54] Une politique est une présentation arborescente des lualuafiond
pour des QBF [prénezed (polied) [closed L’ensemble des politiques (to-

tales), P(Q), pour un lieur Q) est défini inductivement par :

P(e) = {\}
PEyQ) = {l;7 |l € {y,~y},m € P(Q)}
PVyQ) ={y = m,~y— 7| 7,7 € P(Q)}

L’opérateur « ; » représente la composition séquentielle des politiques. Le symbole A
représente la politique vide. Si 7 est une politique alors 7; A est simplifiée en 7. Une
politique wvalide correspond a un [modeld QBF. Dans [0], des notions de stratégie et
stratégie gagnante similaires, respectivement, a celles de politique et politique valide
ont été proposées.

portée d’un quantificateur. cf. définition

PQSOLVE . cf. JSULVE

prédicat. cf. [langage de la logique des prédicats,

prénexe. 1. qmr. cf. définition Bl 2. prep. Une formule de la [logique des prédicatd
est sous forme prénexe si elle est constituée d’un lieur, c’est-a-dire une chaine de
associées & leurs arzabled et d’une matrice, ¢’est-a-dire une formule
sans quantificateurs.

preuve. 1. qsr. cf. définition BO. 2. syn. cf. [calcul des séquentd

probléme de décision. 1. gsr. cf. définitions [[6l et 2. cf. [machine de Turing

probléme de satisfaction de contraintes. [I41l 5] Un probleme de satisfaction
de contraintes est la donnée d’un triplet (X, D, C) avec X un ensemble fini de vari-
ables, D qui associe a chaque variable un domaine de valeurs et C' un ensemble
fini de contraintes, cette derniére étant un sous-ensemble du produit cartésien des
domaines associés aux variables qui la constituent. La solution a un probleme de
satisfaction de contraintes est une affectation qui associe a chaque variable une
valeur telle qu’elle satisfait toutes les contraintes. Dans le cas des contraintes sur
des domaines finis, une contrainte satisfait la consistance d’arc si chaque valeur de
chaque variable appartient a une solution de la contrainte. Les algorithmes de la
famille AC éliminent les valeurs des domaines associés aux variables pour lesquelles
la propriété de consistance d’arc n’est pas vérifiée pour toutes les contraintes. En
particulier, 'algorithme AC'3 manipule une file d’attente dans laquelle sont déposées
les contraintes « réveillées » parce qu’au moins une des variables qui les composent
ont eu leurs domaines restreints ; I’algorithme est initialisé avec ’ensemble des con-
traintes et termine lorsque la liste est vide ce qui signifie que toutes les contraintes
restantes ont la propriété de consistance d’arc. La consistance d’arc a été étendue
aux [problémes_de_salisfaction_de_contraintes_quantificed [A].

probléme de satisfaction de contraintes quantifiées. [2, 96] Le domaine des
problémes de satisfaction de contraintes quantifiées (en. quantified constraint sat-
isfaction problem ou QCSP) étend celui des [problemes de salisfaclion de problémed
dans lesquels les variables des contraintes ne sont plus uniquement quantifiées exis-
tentiellement mais peuvent étre aussi universellement quantifiées.

probléme de validité. cf. définition [I6l
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probléme du choix du prochain mouvement. cf. définition Bl et théoreme
procédure de décision. cf. [machine de Turing

programmation en clauses de Horn. cf. [programmation logiqud
programmation logique. L’invention du paradigme de la programmation logique

[52, 125] a été une révolution dans le domaine de lintelligence artificielle car il a
montré que le[langage de la logique des prédicats, jusqu’alors cantonnée a la représen-
tation de la connaissance, pouvait aussi étre un moyen efficace de calcul. Ce paradigme
est d’abord présenté dans son cadre général puis 'instance la plus répandue, la pro-
grammation logique en clauses de Horn, est décrite et enfin son implantation, le
langage Prolog, est brievement évoquée.

Le paradigme de la programmation logique considere le calcul en tant que déduction
dans un formalisme logique. Ce paradigme est a mettre en perspective avec celui
de la programmation impérative qui considere le calcul comme la modification d’un
état global par des instructions et celui de la programmation fonctionnelle qui con-
sidere le calcul comme le résultat de 1’évaluation d’une fonction. Un langage de la
programmation logique est constitué d’un langage des données, d’un langage des
programmes et d’un langage des questions; ces deux derniers étant des fragments
plus ou moins grands d’un formalisme logique. Les langages de la programmation
logique sont des langages déclaratifs (dits « de cinquieme génération ») : le pro-
gramme déclare la structure du probléme mais ne fournit pas comment le résoudre.
Le formalisme logique ne doit pas seulement pouvoir représenter la connaissance
mais il doit aussi étre suffisamment puissant pour pouvoir définir I'ensemble des
fonctions (et procédures) calculables (cf [machine de Turing).

Pour réaliser le calcul, un démonstrateur de théoreémes restreint aux fragments choi-
sis est nécessaire mais il ne peut étre quelconque car il doit contenir un principe
de déduction. L’ensemble des hypothéses du théoréeme est décrit dans le langage
des programmes associé au langage des données tandis que la formule qui doit étre
déduite des hypotheses est décrite dans le langage des questions associé au langage
des données. Un programme logique exprime la connaissance du domaine en des for-
mules dont les variables sont implicitement universellement quantifiées tandis que
les questions sur cette connaissance s’appuient sur des variables existentiellement
quantifiées. Une réponse attendue d’un tel programme est un ensemble d’instances
pour les variables existentiellement quantifiées. L’activité de programmation pou-
vant étre vue comme la somme d’une composante « logique », d’une composante
« structure de donnée » et d’'une composante « controle » [224] [T26], cette derniere
disparait si le paradigme est poussé jusqu’a l'extréme, c’est-a-dire jusqu’a utiliser
un démonstrateur de théoremes dont le fonctionnement reste opérationnellement
opaque. Un premier élément qui discrimine un démonstrateur de théoremes quel-
conque d’un mécanisme sous-jacent a ’exécution d’un langage de la programmation
logique est que le premier établit une décision si « oui » ou « non » le théoreme est
vrai tandis que le second, a partir d’une méme connaissance, calcule des réponses
pour des questions existentielles. Un second élément est que le démonstrateur de
théoremes qui sert de mécanisme a l’exécution du programme devant étre basé sur
de la déduction, il offre une sémantique procédurale au paradigme de la program-




mation logique.

Les langages de la programmation logique sont des langages relationnels : le calcul
est défini en terme de relations comme dans les langages de base de données ; ainsi a
contrario des fonctions qui ont des parametres en entrée et un résultat en sortie, les
parametres d’une relation suivent un principe de réversibilité et ne sont statiquement
ni en entrée ni en sortie mais dynamiquement soit 1’'un, soit ’autre, voire les deux.
Une conséquence au caractere relationnel des langages de programmation logique
est qu’ils sont indéterministes, c’est-a-dire que la réponse a la question posée n’est
pas nécessairement unique et (une partie suffisante de) ’ensemble de ces réponses
est calculé(e).

Les langages de la programmation logique sont des langages symboliques : le langage
des données est un ensemble construit sur des symboles sans sémantique propre
dont la signification est celle accordée par le programmeur (a contrario des valeurs
numériques), ainsi le calcul est-il purement syntaxique et, hors 'ajout de domaines
spécifiques tels que les entiers, des éléments du langage des données ne sont jamais
mis en rapport sémantiquement mais uniquement syntaxiquement.

La programmation logique en clauses de Horn est sans doute I'instance la plus connue
et répandue du paradigme de la programmation logique [I35]. Le langage des données
est ici le langage des [fermed construit inductivement sur un ensemble de symboles
de fonction et un ensemble de symboles de constante. Les langages des programmes
et des questions s’appuient sur la notion dlafomd, de [Zféral et de [clausd selon un
ensemble de symboles de prédicat. Une clause contenant exactement un seul littéral
positif est une clause définie ; si une telle clause contient un unique littéral alors c’est
un fait sinon elle est notée A «— Aq,..., A, avec Aq,..., A, les atomes des littéraux
négatifs et A I'unique littéral positif de la clause. Le langage des programmes est celui
de 'ensemble des clauses définies (programme logique défini). Cet ensemble a pour
sémantique la conjonction des clauses qui le constituent. Le langage des questions
est celui des conjonctions existentiellement quantifiées de littéraux positifs.
Enfsémantique de la logique des prédicats, un modele est une interprétation des sym-
boles d’une formule qui la rend vraie. Le mécanisme de déduction sous-jacent pour
la programmation logique en clauses de Horn est celui de la conséquence logique :
une question est conséquence logique d’un programme si toute interprétation qui est
modele du programme (c’est-a-dire simultanément modele pour toutes les clauses),
est aussi un modele pour la question. Démontrer en logique qu’une formule est
conséquence logique d’un ensemble de formules est équivalent a démontrer que la con-
jonction des formules de ’ensemble augmenté de la négation de la formule, qui doit
étre conséquence, est insatisfiable, c¢’est-a-dire n’admet pas de modele. La négation
d’une conjonction existentiellement quantifiée de littéraux positifs est équivalente a
une clause constituée uniquement de littéraux négatifs. La réunion d’un programme
et de la négation d’une question est donc un ensemble de clauses telles que chacune
d’entre-elles contiendra au plus un littéral positif, ce qui est la définition de la clause
de Horn et ce qui justifie le vocable de « programmation logique en clauses de Horn ».
Démontrer qu’un ensemble de formules n’admet pas de modeéle, et ce dans n’importe
quelle interprétation, est une tache insurmontable dans sa grande généralité mais qui
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ne 'est pas dans le cas tres particulier d’un ensemble de clauses car il suffit alors de
démontrer qu’il n’y a pas de modele de Herbrand. Une interprétation de Herbrand
est une interprétation tres simple qui fait le pont entre la syntaxe et la sémantique :
les symboles de constante et de fonction sont interprétés en eux-mémes. L’univers de
Herbrand pour un programme est ’ensemble des termes qui peuvent étre construits
sans variable (et en ajoutant un nouveau symbole de constante, s’il n’y en a pas). La
base de Herbrand pour un programme est 1’ensemble des atomes qui peuvent étre
construits a partir des éléments de I'univers de Herbrand et des symboles de prédicat.
Une interprétation de Herbrand est alors simplement un sous ensemble de la base de
Herbrand. Celle-ci est nécessairement un modele pour un programme défini puisqu’il
est constitué uniquement de clauses définies et l'intersection de tous les modeles de
Herbrand est lui-méme un modele, le plus petit modele de Herbrand qui correspond
exactement a I’ensemble des éléments de la base de Herbrand conséquence logique du
programme. Ainsi la sémantique déclarative d’un programme défini est-elle double :
plus petit modele, en tant qu’intersection des modeles, de Herbrand et ensemble des
conséquences logiques du programme.

La structure des interprétations de Herbrand munie de l'inclusion des ensembles
forme un treillis complet pour tout programme défini. Sur cette structure peut
étre définie une sémantique procédurale dite « en chainage avant » car partant des
faits, c’est-a-dire des clauses ne contenant aucun littéral négatif, comme point fixe
d’une fonction Tp de I’ensemble des interprétations de Herbrand dans lui-méme et
définie pour un programme défini P comme suit : si I est une interprétation de
Herbrand et A «— Aq,...,A, est une instance sans variable d’une clause définie
de P alors A € Tp(I). Cette fonction est non seulement monotone mais elle est
aussi sup-continue, c’est-a-dire elle préserve les bornes supérieures. Le plus pe-
tit point fixe de cette fonction pour un programme P coincide avec le plus petit
modele de Herbrand. La résolution SLD, ultime sémantique procédurale dite « en
chainage arriere » car partant de la question, est une restriction de la [résolufzon] de
Robinson et utilise 'unification comme unique mécanisme de passage de parametres
de la programmation logique en clauses de Horn. La résolution SLD applique de
maniere indéterministe en une dérivation SLD la regle de résolution SLD suivante :
St Q1,5 Qm-1,Qm,Qmi1,---,Qr est une conjonction d’atomes et A «— Aq,..., A,
est (une copie avec des variables nouvellement renommées de maniére cohérente d’)
une clause définie telle que 6 est I'unificateur le plus général de Q,, et A alors
0(Q1y--, Qm—1,A1,..., An, Qm+1,...,Qy) est une résolvante selon la clause définie
et Patome sélectionné @Q,,. La résolution SLD [I37, [140] est une restriction Linéaire
avec fonction de Sélection pour des clauses Définies de la résolution de Robin-
son [I8Y]. Une dérivation SLD d’une question mene & un échec si au moins un des
atomes ne peut étre éliminé et a un succes si la regle de résolution SLD parvient a
éliminer tous les atomes et atteindre une résolvante vide, un succes. Le cumul des
unificateurs appliqué a la question initiale est alors la réponse calculée. Une fois la
stratégie de sélection de I’atome dans la résolvante fixée, I’ensemble des dérivations
pour une question donnée forme un arbre SLD; la stratégie de recherche étant la
maniere de parcourir cet arbre. Si la stratégie de recherche est équitable, c’est-a-dire



que sur chaque résolvante sera appliquée, si possible, la regle de résolution SLD alors
la stratégie de sélection peut étre quelconque. L’ensemble des éléments de la base
de Herbrand d’un programme défini P tels qu’il existe pour chaque élément une
dérivation SLD menant a un succes coincide avec le plus petit modele de Herbrand
de P. Ainsi la sémantique procédurale d’un programme défini est-elle aussi double et
coincide avec les deux sémantiques déclaratives offrant a tout programme une double
lecture, une double approche de la programmation. La sélection de I’atome dans la
résolvante et la sélection de la clause a unifier avec ’atome ouvrent la possibilité a
deux formes de parallélisme.

Le langage Prolog (pour « Programmation en Logique ») est une instance parti-
culiére de la programmation logique en clauses de Horn plus « programmation » que
« logique ». La programmation logique en clauses de Horn est un outil théorique qui
induit par I'indéterminisme, potentiellement une infinité de dérivation SLD & mener
en parallele. Seule une stratégie de recherche équitable garantit la complétude de
la résolution SLD, comme par exemple par un parcours de l'arbre SLD en largeur
d’abord, mais cela induit nécessairement un mécanisme trop couteux pour étre ef-
ficace; en conséquence, c’est une stratégie de recherche par un parcours de l'ar-
bre SLD en profondeur d’abord qui est présente dans le mécanisme de gestion de
l'indéterminisme, faisant appel & une pile de [refour-arrierd pour sauvegarder les
points de choix qui conservent les branches de I'arbre SLD non encore explorées,
abandonnant par la méme la complétude du langage en tant que démonstrateur de
théoremes. Une autre source d’ineflicacité potentielle est 1'utilisation du test d’occur-
rence dans I'unification qui interdit d’unifier une variable avec un terme la contenant,
test nécessaire a la correction de la regle de résolution SLD; ce test nécessitant le
parcours d’un terme, il est abandonné dans Prolog et, par 1a méme, la correction du
langage en tant que démonstrateur de théoremes.

Bien que la programmation logique en clauses de Horn ait la puissance du calcula-
ble, le fondement procédural qu’est la résolution SLD a été « étendu » pour offrir un
plus grand pragmatisme, pouvoir d’expressivité et de controle. Le modeéle purement
syntaxique de la programmation logique est particulierement contraignant lorsqu’il
s’agit de la manipulation des entiers qui sont le plus souvent représentés par des nom-
bres de Péano (basé sur un symbole de constante « zéro » et un symbole de fonction
d’arité un « successeur »). Une telle représentation linéaire en taille par rapport a
la valeur de l’entier induit des sauts de complexité qui pénalisent les algorithmes.
Par pragmatisme, dans Prolog a été intégré un évaluateur pour I'arithmétique uti-
lisant les « entiers de la machine ». Ces derniers n’étant pas définis par induction, les
propriétés par rapport au théoreme d’induction ne sont pas conservées ; de plus cet
évaluateur étant fonctionnel, il brise le caractere relationnel de toute définition inclu-
ant l'utilisation de cet évaluateur et lui fait perdre la réversibilité. Dans le domaine
de I'expressivité, 'extension majeure est la possibilité de déduire des informations
négatives. Le programme étant défini, ceci est impossible sans rajouter une nouvelle
regle. La plus communément rajoutée est la « négation par I’échec sous hypothese
de monde clos » : si un atome sans variable n’est pas conséquence logique d’un pro-
gramme alors la négation de cet atome est déduit ; cette nouvelle regle ne recouvre
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pas la négation de la logique car la négation de ’atome n’est pas conséquence logique
du programme. Sans quitter la logique, le principal moyen de controle est 'ordre des
atomes dans les clauses et ’ordre de celles-ci dans le programme. Un mécanisme de
controle extra-logique, la coupure, permet d’éliminer des branches de I’arbre SLD.
Si ce mécanisme s’avere treés utile pour éliminer des branches infinies ou ne menant
qu’a des échecs ou des succes déja calculés, il se révele tres dangereux car il peut
aussi supprimer des branches menant & des succes non encore calculés et modifier
ainsi la sémantique du programme sans coupure.
Méme si Prolog est un langage de programmation qui a la puissance du calcula-
ble, de par ses caractéristiques, il est particulierement bien adapté aux domaines
symboliques, tels que celui du traitement de la langue naturelle, domaine ou la
programmation logique est née, celui, tres proche du précédent, des automates et
de la compilation puisque Prolog est indéterministe, du domaine des systémes ma-
nipulant symboliquement une base de connaissances puisqu’offrant un mécanisme
de déduction, mais aussi dans le domaine du prototypage et de la spécification
exécutable, puisqu’en premiere approche, le controle peut étre ignoré. Les implanta-
tions abouties de Prolog integrent de nombreux modules permettant d’utiliser Prolog
comme un langage « de glu » entre des solveurs de contraintes, des applications in-
ternet, de 'interface graphique, etc mais aussi de dialoguer avec d’autres langages
de programmation, le plus souvent impératifs.

programmation logique normale. cf. [programme logique normal

programmation par ensembles réponses. La programmation par ensembles ré-
ponses (en. Answer Set Programming ou ASP) est un représentant de la famille des
langages de programmation déclaratifs qui a pour but de représenter un probléeme
en un [programme logigud dont la sémantique définit un ensemble de lmodeéles stabled
(des ensembles réponses) qui codent les solutions du probleme. Un des représentants
de ce style de langage de programmation est la [programmation logique normald sous
la [sémantigue des modeles stabled

programme logique défini. cf. programmation logiqud

programme logique normal. Un programme logique normal est un ensemble de
regles de la forme : ¢ «— a1, ..., an, not by, ..., not b,. oun > 0, m > 0,
{a1,...,an,b1,...,bm,c} des [alomed completement instanciés. Le symbole not b
représente la négation par défaut. La signification intuitive d’une telle regle est :
« si vous avez tous les a; et aucun b;, alors vous pouvez conclure c ».
Pour une regle 7 : corps™(r) = {a1, ..., ap} est le pré-requis (ou corps) positif de
la régle r, corps™(r) = {b1, ..., by} est le pré-requis (ou corps) négatif de la regle r
et tete(r) = c est la conclusion (ou téte) de la regle r et r™ = (téte(r) < corps™t(r).)
est la projection positive de la regle r. Une contrainte sans téte est une contrainte.
Une des sémantiques tres utilisée pour les programmes logiques normaux est la
Isemantique des modeles stables,

Prolog. cf. [programmation logiqud.

PROP. cf [logique propositionnelld,.

propagation de clauses unitaires. 1. qsr. Une QBF sous|forme normale conjonc
[Fzud qui contient une clause unitaire, c’est-a-dire une [clausd constituée d’un unique
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llitteral existentiellement quantifid estlequivalente au sens de la préservation des mo-|
[d¢Tes propositionneld, par[Q=.2] et [0=.3] & la QBF dont toutes les clauses contenant le
littéral sont supprimées (sauf la clause unitaire dans le cas de lafpréservation des mo-
[Eles QBE par[07.3] et [0F.4] ainsi que toutes les occurrences du [complémentaird du
littéral. Si la [réduction unidlwerselld est appliquée avant la détection des clauses uni-
taires, la définition ci-dessus de la clause unitaire est suffisante sinon une clause est
unitaire si 'unique littéral existentiellement quantifié de la clause précede ’ensemble
des littéraux funiversellement quantifiedde celle-ci. Une QBF sous|forme normale dis
qui contient un cube unitaire (c’est-a-dire un constituée d’un unique
[ZZféral) pour un littéral universellement quantifié est équivalente au sens de la
préservation des modeles propositionnels, par et et des modeles QBF,
par et a la QBF dont tous les cubes contenant le littéral sont sup-
primés ainsi que toutes les occurrences du [compléementairel du littéral. Dans le cas
d’une QBF sous [forme normale négativd, la propagation de clauses unitaires est
étendue en 'élimination d’un littéral unitaire localement (en. local unit literal elim-
ination) et en 1'élimination d’un littéral unitaire globalement (en. global unit lit-
eral elimination) [80]. L’élimination d’un littéral unitaire localement remplace, tout
en préservant les modeles (propositionnels), une sous-formule (zA¢) (resp. (mzAQ),
(2V6), (~ave)) par [¢ — TI(9) (resp. [ — L](6), [o — LI(6), [0 — TI(6).
L’élimination d’un littéral unitaire globalement remplace, tout en préservant les
modeles (propositionnels), une sous-formule (3z (xA@)) (resp. (Fz (—zAQ)), (Vz (xVe)),
(Ve (=2V9))) par [v — T)(9) (resp. [z — L](6), [z — LI(6), [z — TI(6)). 2. prow.
Une [formule propositionnelld sous forme normale conjonctive qui contient une clause
unitaire (c’est-a-dire une [clausd constituée d'un unique [EZZéral) est équivalente,
par propagation d’une clause unitaire a la formule propositionnelle dont toutes les
clauses contenant le littéral sont supprimées ainsi que toutes les occurrences du
lcomplementaire de ce littéral.

propagation de littéraux monotones. 1. qsr. Le lemme “Monotone literals in
37 [@8] de propagation d’un littéral monotone (pour les QBF sous [ENC)) dont le
symbole propositionnel est [ezzstentrellement quantifid est étendu aux QBF
quelconques ainsi : soit une QBF prénexe Q3|I|Q' M telle que I est un littéral essen-
tiellement positif, c’est-a-dire positif dans la FNC (resp. négatif, c’est-a-dire négatif
dans la FNC) dans M alors Q3|I|Q'M = QQ'[|l|] — T|(M) (resp. Q3I||Q'M =
QQ'[|l] < L](M)). Dans le cas d’une formule sous FNC, si un littéral existentielle-
ment quantifié est monotone alors toutes les clauses le contenant peuvent étre otées.
Dans le cas d’une formule sous [END] si un littéral existentiellement quantifié est
monotone alors toutes ses occurrences peuvent étre 6tées. De méme, le lemme “Mono-
tone literals in V7 H8] de propagation d’un littéral monotone (pour des QBF sous
FNC) dont le symbole propositionnel est universellement quantifié est étendu aux
QBF prénexes quelconques ainsi : soit une QBF QV|I|Q'M telle que [ est un littéral
essentiellement positif (resp. négatif) dans M alors QV|I|Q'M = QQ'[|l] — L](M)
(resp. QV|I|Q'M = QQ'[|l| «— T](M)). Dans le cas d’une formule sous FNC, si
un littéral universellement quantifié est monotone alors toutes ses occurrences peu-
vent étre Otées. Dans le cas d’une formule sous FND, si un littéral universellement
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quantifié est monotone alors tous les cubes le contenant peuvent étre 6tes. Ces
lemmes ne s’étendent pas a la relation d’équivalence qui préservent les modeles
QBF : pour le premier lemme, trivialement, (3z (Jy (xVy))) 2 (3= (Jy (TVy))) car
(v, {(x — faux), (y — faux)}) est un modele de la seconde sans en étre un pour
la premiere ; de méme, (Vz (3y (2Vy))) ¥ (Vz (Jy (LVy))) car (v, {(y — {(faux —
vrai), (vrai — faux)})}) est un modele de la premiére sans en étre un pour la sec-
onde (pour v une [paluafion propositionnelle quelconque). 2. proe. La propagation
d’un littéral monotone est une transformation qui o6te toutes les clauses contenant
le [litféral monotond d’une [formule propositionnelld sous forme normale conjonctive.
C’est une transformation qui ne préserve que la[salisfiabilitd mais pas les [modéled de
la formule.

propagation « don’t care ». La propagation « don’t care » pour les QBF qui ne
sont pas sous [ENC [TT2] est identique & la propagation « don’t care » pour [SAT] [222] :
si une sous-formule a déja sa [ualeur de veritd déterminée et qu’elle est justifiée par
la valeur de vérité d’un de ses arguments alors la valeur de vérité de l'autre argu-
ment, une sous-formule, est sans importance et cette information peut étre propagée
a travers cette sous-formule jusqu’aux symboles propositionnels. La
[clauses unitarred est une forme de propagation « don’t care ». La propagation « don’t
care », qui provient d’une non-observabilité d’une sous-formule sous certaines con-
ditions, peut étre étendue aux QBF sous FNC grace aux littéraux introduits lors de
la mise sous FNC [220)].

PSPACE. cf. |hiérarchie polynomiald

PSPACE-complet. cf. [hiérarchie polynomiald

QBDD. [I71] QBDD est une [procédure de décision] pour le [probléme de validitd des QBF
sous FNC19) qui construit pour chaque clause®® un OBDDU™). Un cluster de
clauses pour un symbole propositionnel est ’ensemble des clauses qui contiennent
ce symbole. Les OBDD créés sont groupés en clusters pour chaque symbole proposi-
tionnel, en commencant par le |quantificateur le plus interndet les clauses du cluster
dont le quantificateur va étre éliminé sont combinées par ’application de ’opérateur
de conjonction (pour les BDD) générant un nouveau OBDD dont le quantificateur
est éliminé en en appliquant sa sémantique. La procédure termine avec uniquement
le noeud 1 signifiant que la QBF est valide et uniquement avec le nceud 0 sinon.

QBDD

Décision | PSPACE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique
DAG
J-expansion]
V-expansion|
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QBDD(DLL). cf.

QBDD(LS). cf.

QBDD(X). [I5] QBDD(X) (dont I'instance QBDD (DLL) est aussi appelée QBFBDD [13]) est
un schéma de [procédure de décistor] pour le [probléeme de validitd des QBF
dont la [mafricd est sous [FNCL QBDD(X) utilise un générateur de modeles propo-
sitionnels pour les agréger en un modele QBF construit sous la forme d’un [BDD
QBDD (X) est un « schéma » car le générateur peut varier dans sa maniere de calculer :
ainsi ce schéma se décline en deux instances, I'une sous la forme d’une procédure
de décision QBDD(DLL) avec pour générateur un QDLL entrelacé avec la construction
du BDD et 'autre sous la forme d’une procédure incomplete au sens du premier
gene (cf. chapitre £), QBDD(LS), avec pour générateur une recherche locale. Le BDD
représente un modele QBF en construction par agrégation des modeles proposition-
nels générés. Le BDD est réduit au fur et & mesure selon la regle de la redondance
pour I’élimination des quantificateurs universels et une régle ad hoc d’élimination
des quantificateurs existentiels.

QBDD (DLL)
Décision ‘ PSPACE

Sémantique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe
A Oracle

NP
Agrégation

QBDD(LS) |

Incomplet ‘ PSPACE
Sémantique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe
A Oracle

NP
Agrégation

QBF. cf. définition B

QBFBDD. cf. @BDD (X
QDLL. cf. §[CA

QKN. cf. [Zsolufion

QMRES. [I71] QMRES est une [procédure_de_décisior] pour le [probleme de validitd des
QBF dont la [mafricd est sous [FEN basé sur 1’algorithme 3 d’élimination de
quantificateurs (cf. § [L52). La procédure QMRES utilise les [ZBDT) pour représenter
les clauses étendant ainsi les travaux similaires sur le probleme [SAT] [(0, B1].

QMRES
Décision | PSPACE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe
V-expansion]
Multi-résolution
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Q-PREZ. [49] Q-PREZ est une [procédure_de_décisior] pour le [probleme_de validitd des

QBF dont la malricd est sous [ENA basé sur le La procédure Q-PREZ
utilise les [ZBDT] pour représenter les [claused; 1fezpansion top-down] des quantifi-
cateurs est réalisée par des opérations ensemblistes sur des ZBDD. Pour réduire
I'impact de llexpansion existentielle top-downl, I’ensemble de clauses est partitionné

en un ensemble de ZBDD.
Q-PREZ

Décision ‘ PSPACE
Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ DAG

Monolithique

FNC prénexe
J-expansion |
V-expansion |

gpro. [[9, B0] gpro est une [procédure de décisior] pour le [probléme de validild les

QBF sous [ENNl non Cette procédure de décision s’appuie sur un systéme
de [calcul de séquend le systeme GQBF (Les QBF F, G, (3z H) et (Vx H) sont

[closed) -

= F / =G ) =F = G(A)
= o)) = o) = (FAG)
SHaed),  SHeoTl,, SHbed s HeoT
= (3z H) = (3= H) = (Vo H)
Llaziomd est = T.

A Tinstar du Isysteme G de Gentzen), il y a des regles d’élimination des connecteurs
et des regles d’élimination des quantificateurs. Trois régles d’élimination des con-
necteurs : la regle d’inférence (V') (resp. (V”)) exprime que si la QBF F (resp. G)
est valide alors nécessairement aussi la QBF (F'VQG) ; la regle d’inférence (A) exprime
que pour que la QBF (FAG) soit valide il faut que les QBF F' et G le soient aussi; et
trois régles d’inférence pour I’élimination des quantificateurs qui ne sont que I'appli-
cation des regles d’élimination des connecteurs & la sémantique des quantificateurs.
Elles apparaissent aussi comme des spécialisations des regles d’élimination a droite
des quantificateurs dans le systéeme G. Les régles d’inférence (V') et (V) repren-
nent les mécanismes de [refour-arrierd appliqués a 1{expanston existentielle top-down)
tandis que la regle d’inférence (A) reprend les mécanismes de retour-arriere de
lezpansion_universelle Top-down] La procédure de décision gpro étend la[propagalion]
lde_clauses umitarresden Nebhmanation des biftéerour unitaired localement ou globalement
et le[backjumping (appelé dependency-directed backtracking) aux formules sous FNN.
La procédure gpro intégre un dynamique.




gpro

Décision | PSPACE
Symbolique ‘ Polynomial en espace ‘ FNN

Monolithique
FNN
F-backjumping
V-backjumping
Simplification T et L
Elimination des littéraux unitaires
Littéraux monotones

Q-résolution. cf. [résolutzionl

QSAT. [I76] QSAT est une [procédure_de_décision] pour le [probléme_de validitd des QBF
par élimination des [guantificateurs les plus interned vers les [quantificateurs les plug
[ezferned Cette procédure opere itérativement sur une formule Q(3z (FAG)) telle
que x n’apparait pas dans F'; l’équivalence (Jx (FAG)) = (FA(3z G)) permet
d’isoler la sous formule (3z G) qui va étre mise en [équivalence logiqud par une
procédure simp avec une formule G’ ne contenant pas le symbole propositionnel
x; par [substitution _des équivalentd Q(3x (FAG)) = Q(FAG'). Le procédé est sim-
ilaire avec une quantification universelle. Le processus est itéré jusqu’a élimination
de tous les quantificateurs. La procédure simp a besoin d’une procédure de décision
pour le probléme [SAT] et d’'une procédure de décision pour le probleme [TATUT] pour
étre effective. Cette procédure construit une[FNCIG’ sur les symboles propositionnels
[[Zbred de G telle que G' = (z G). Elle opere comme un [Davis-Logemann-Loveland
par séparation de l’espace de recherche sur un symbole propositionnel libre y de G
par appel récursif sur [y «— T|(G) et [y < L}(G). Si [y1 «— Ci]...[yn < Cp](G)
est alors simp((3z [y1 «— Ci]...[yn < Cr](G))) retourne la clause
(1 ®CV .. . V(yn®Ch)) ; sinon si [y «— C1]...[yn — Cp](G) est une
alors simp((3x [y1 < C1]...[yn < Cp](Q))) retourne T (attention : ici le symbole
propositionnel x a été quantifiée universellement) ; sinon si (3x [y; <« C1]... [yn <
C](G)) ne contient plus de symbole propositionnel libre alors soit cette formule est
insatisfiable (et ce cas a déja été traité) soit elle est et simp((3z [y1 «—
Ci] ... [yn < Cy)(G))) retourne T ; sinon un nouveau symbole propositionnel libre
Yn+1 est considéré et Gt = simp((3x [y1 — Ci]...[yn — Cullyn+1 — T)(G))) et
G = simp((3z [y1 — Ci]...[yn — Chnllyn+1 — L](G))) sont calculés, (GTAG)
est retourné. L’algorithme de la procédure simp est basé sur la construction clas-
sique de la [ENC] comme étant la conjonction de la négation des lignes de la table
de vérité qui la formule considérées comme des Fermed. Seule I'implantation
d’une double restriction de QSAT est décrite dans [I76] : restrictions & SAT et aux
formules sous FNC. Dans le cadre de cette derniére restriction, la recherche d’une
forme Q(3x (FAG)) telle que x n’apparait pas dans G est triviale ; seul le choix de
x demeure et permet ’édification de stratégies.
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QSAT
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Exponentiel en espace ‘ QBF
A Oracle
co— NP

Simplification

QSOLVE. [84] QSOLVE est une [procédure_de décistor] pour le [probleme de validitd des

QBF [prénezed dont lamalricd est sous[ENC] basée sur un [§DL utilisant les structures
de données d’une procédure de décision pour le probleme [SAT] [38]. Cette procédure
de décision integre la walidite universelle friviald et la [falstfiabililé_exisientielle Trid
[zald, techniques issues de Exaluatd ainsi qu'une forme dfinversion des quantifica]
Eeurd issue de [decidd Cette procédure a une extension parallele PQSOLVE [84] et
c’est sa principale originalité.

QSOLVE
Décision | PSPACE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe

J-backtrack

V-backtrack
Propagation unitaire
Littéraux monotones

Quaffle. [228, 230] Quaffle est une [procédure de décision] pour pour le [probléme dd

[waliditd des QBF [prénexzed dont lamalricd est sous[ENbasée sur un[JQDLL, par exten-
sion de la procédure de décision ZChatf [229] pour le probleme [SAT] Quaffle integre
un [retour-arriere wntelligend basé sur de llapprentissage de lemmd pour 1’échec suiv-
ant le « conflict-driven learning » [228] et le succes suivant le « satisfiability-directed
learning »[230]. Quaffle manipule en interne une formule sous [FNCA] constituée ini-
tialement du probleme pour la partie FNC et d’une partie [FNT] vide. Le « conflict-
driven learning » apprend des [claused, grace & la « long distance resolution » qui est
une révision de la pour les rajouter & la partie de la formule FNCA
sous FNC tandis que le « satisfiability-directed learning » apprend de maniere dual,
c’est-a~dire via le[dual de la Q)-résolution], deslcubed mais pour les rajouter a la partie
de la formule FNCA sous FND. La « long distance resolution » autorise ’appren-
tissage de [clauses tautologiqued qui sont, dans le cadre de la Q-résolution, inutiles.
Lorsqu’il n’y a aucun [cube vidd lors d’un succes pour appliquer le dual de la Q-
résolution, ce cube initial est généré a partir des littéraux assignés; ’absence de
cube vide lors d’un succes est possible puisque la formule est sous FNCA et que la
détection du succes est obtenue par satisfaction de toutes les clauses de la partie
FNC; I'absence de [clause vidd lors d’un échec est impossible puisque la détection
de cet échec est réalisée par cette méme clause vide. Dans [220)], une extension a
Quaffle est proposée intégrant la [propagation « dont care »} Dans [190], une re-
striction morphologique (complete) & Quaffle est proposée : la procédure Duafflel




qui est spécifique a la programmation de jeux a deux joueurs.
Quaffle

Décision ‘ PSPACE
Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe
Monolithique
FNCA prénexe
J-learning
V-learning

Propagation unitaire

Littéraux monotones

quantificateur. 1. gbr. cf. définition[ll 2. preD cf.[langage de la logique des prédicatd.

quantificateur existentiel. 1. qr. cf. définition[ll 2. prep. cf.[langage de la logigud

quantificateur plus interne. cf. définition B

quantificateur plus externe. cf. définition [l

quantificateur universel. 1. qsr. cf. définition [l 2. prep. cf. [langage de la logigud

quantor. [B6] quantor est une[procédure_de_décision] pour le [probléme _de validitd des
QBF dont la Imafricd est sous [ENA qui applique selon des
apres une lreduction unsverselld et jusqu’a obtention d’une [formule propositionnelld,
soit la lmalti-résolutionl sur le |quantificateur le plus internd qui est alors existentiel
(en éliminant les [clauses Taulologiqued), soit 1{expansion universelle boltom-up| sur le
quantificateur universel le plus interne. La[formule propositionnelld qui est sous FNC
est alors donnée en entrée & une procédure de décision pour le probleme [SAT] La
procédure quantor integre aussi la[propagation des littérauxr monotonedet une forme
binaire de[razsonnement sur les équivalenced; elle utilise une gestion fine des clauses,
en particulier la gestion des clauses [subsummeéed; elle dispose d’un lieur non linéaire
mais qui ne semble pas aussi sophistiqué que celui de la procédure EKizzd; elle n’est
pas polynomiale en espace car le fragment FNC n’est pas [inéasrement clod mais
seulement [polynomialement clod pour la multi-résolution [83]. La procédure quantor
peut étre efficace grace a des heuristiques de choix du symbole propositionnel a
éliminer particulierement fines basées sur le cout de cette élimination.

quantor
Décision ‘ PSPACE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe
Monolithique
FNC
V-expansion]
Multi-résolution
Littéraux monotones
Réduction universelle
QUBE. [1I03] QUBE est une [procédure de décision] pour le [probleme de validitdes QBF

dont la [mafricd est sous [EN{ basée sur un par extension de la
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procédure de décision SIM [T00] pour le probleme [SAT] Le cas d’induction du QDLL
est précédé d’une phase d’application jusqu’a un point fixe de la [ualzdité unsverselld
Eriviald de lalfalsifiabilité existentielle trivialdet de laf[falsefiabilité universelle triviald
Le mécanisme de [refour-arrierd initialement sous forme de (version
« BJ » [108]) a été étendu par un mécanisme dlappreniissage de lemmd [104] [T08],
la matrice étant sous [ENCAl pour stocker les lemmes portant sur les quantificateurs
universels. Depuis [I09] QUBE n’opére plus sur des QBF réellement prénexes en in-
terne grace a un [arbre_de _quantificaleurd QUBE++ [I07] est une version intermédiaire
de QUBE qui intégre des structures de données paresseuses [93].

QUBE
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe
Monolithique
FNCA
J-learning
V-learning
Propagation unitaire
Littéraux monotones

QuBIS. [IRTI] QuBIS est une [procédure de décision] pour le [probléme de validild des

QBF sous [ENA qui étend la procédure de décision de [Dawis-Pufnand basée
sur la lmulfi-résolufionl aux QBF. La procédure QuBIS peut-étre vue comme un
préprocesseur puisqu’il est défini comme étant incomplet par la limitation de la
taille des Q-résolvantes et du nombre de celles-ci générées par I’élimination d’un
symbole propositionnel [exzstentiellement quantifid

| QuBIS|

Décision ‘ PSPACE
Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe
Multi-résolution
Réduction universelle

QUBOS. [I7] QUBOS est une[procédure de_déctsior] pour le [probléme de validitd des QBF

sous [FNM, mais qui ne sont pas nécessairement sous forme [prénezd, qui applique,
jusqu’a élimination soit de tous les quantificateurs universels soit de tous les quantifi-

cateurs existentiels, I'itération suivante : réduction de la portée des quantificateurs
par (ce miniscoping n’est pas fait uniquement avant I’application de la
procédure mais comme un mécanisme a part entiere qui permet de considérer cette
méthode comme ayant en entrée des QBF non prénexes) ; élimination d’un quantifi-
cateur par [ezpansion]; simplification selon les [Equivalences logiqued propositionnelles
basées sur les propriétés de T et L : (0.13) a (0.16) ; 1lélzmanation des Biféraur unid
[azred; application de la [propagation de littéraux monotoned Bien que application
itérative de ces étapes soit complete, lorsqu’il ne reste plus que des quantificateurs
d’un seul type (dans la forme prénexe), QUBOS fait appel a une procédure pour




le probleme AT sous [N soit directement s’il ne reste plus que des quantifica-
teurs existentiels, soit par une négation de la formule (les quantificateurs universels
deviennent alors des quantificateurs existentiels par I’équivalence logique (1.3), et

1insalisfiabilitd est alors recherchée).
| QUBOS |

Décision | PSPACE
Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNN
Monolithique
FNN
J-expansion]
V-expansion]
Simplification T et L
Elimination des littéraux unitaires
Littéraux monotones
QUIP. Certains raisonnements propositionnels [non-monofoned ont une complexité
dans[PSPACE] mais au-dela de[N7; ainsi un probléme soumis & de tels mécanismes
de raisonnement peut étre réduit polynomialement en un [probleme de validitd d’ une
QBF. QUIP est un ensemble d’outils d’inférence pour différents raisonnements non-
monotones basé sur ce principe; les raisonnements non-monotones traités sont les
suivants : I’abduction [201] dans [, [76], la logique des défauts [I84] dans [77, [76], la
logique autoépistémique [I50] et autres logiques modales dans [77, [76, [82] et enfin, la
programmation logique disjonctive [91), [I79] et autres raisonnements non-monotones
dans [75, [T73] dans une approche inverse a celle présentée au chapitre [l Chaque outil
a la structure ternaire suivante : un filtre pour lire le probléme dans une des logiques
non-monotones et le traduire en une QBF ; 'appel a une procédure de décision pour
le probleme de validité des QBF ; une interprétation du résultat en les termes du
probleme d’entrée. L’approche offre des ensembles de tests pour les premiers niveaux

de la |heerarchie polynomaiald,

v

raisonnement sur équivalence. 1. qsr. [36] Le raisonnement sur équivalence est
une transformation pour QBF [prénezed[ENC| qui, pour un couple de [claused (—zVy)
et (xV-y) tel que y < z et le symbole propositionnel z est [exisientiellement quantifid
substitue dans la formule x par y. (Cette transformation ne préserve que les [modéled
propositionnels; (Vy (3z ((-zVy)A(zV-y)))) = (Vy [z — y]((maVy)AlzV-y)))) =
(vy T) = T mais (B (¥z (~yVa)Alyv-a)))) = L £ (Fy [o — y)(-yva)Ayv—a))) =
T). 2. prop. [19] Le raisonnement sur équivalence est une transformation pour le
fragment [FN{ conservant la qui, pour un couple de [claused (—xVy)
et (zV-y) substitue dans la formule x par y et élimine alors toutes les clauses tau-
tologiques.

réduction existentielle. cf.

<h
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réduction universelle. La réduction universelle est une transformation initialement
introduite dans [120] pour les QBF sous [ENCl qui préserve la walidifd : dans une
lclousd les [symboles propositionnels luniversellement quantified qui ont des [guantifi-
lteurs plus interned que tout autre symbole propositionnel [existentrellement quantifid
peuvent étre otes. Cette propriété est basée sur 1]équivalence logigud suivante, en
appliquant la [seémantique du quantificateur] universel :

QVz(x1V...Va,Vr)
= Q([x — T)(z1V...Vxp,Vr)A[x — L](z1V ... VI, VT))

0.14;0.15;0.13
= Q(z1V ... Vay).

La réduction universelle est étendue au cas [ENN] [TT2] : si les arguments d’un con-
necteur sont universellement quantifiés (ou existentiellement quantifiés mais déja
déterminés) et la [aleur de vérid de ce connecteur déja déterminée alors il y a
contradiction ; dans une sous-formule constituée uniquement de conjonctions ou
de disjonctions, si un argument existentiellement quantifié non déterminé a un
[quantificateur plus externd que les arguments universellement quantifiés alors si la
valeur de vérité de la sous-formule est a faux et le connecteur est une conjonction
(resp. vrai et disjonction) la valeur de vérité du symbole propositionnel existentielle-
ment quantifié est nécessairement faux (resp. vrai).

regle. 1. gsr. cf. définition 2. cf. [programmation logique normald

régle de la coupure. cf. |calcul des sequentd

régle d’élimination de fusion de classes. cf. définition 27

régle d’élimination des doubles négations. cf. définition 27

regle d’élimination du quantificateur existentiel. cf. définition

régle d’élimination du quantificateur universel. cf. définition

relation d’équivalence. Une relation d’équivalence est une relation réflexive (tout
élément est en relation avec lui-méme), symétrique (si un élément e est en relation
avec €’ alors € est en relation avec e) et transitive (si e est en relation avec €’ et €

est en relation avec €’ alors e est en relation avec e”).

relation de formules. cf. définition

relation de formules explicitement contradictoire. cf. définition

relation d’ordre associée a une QBF. cf. définition

résolution. 1. qer. La Q-résolution [120] est une[procédure_de_décision]pour les QBF
[prénexed dont lamafricd est sous [ENCl qui combine la résolution propositionnelle (cf.
2. prop) a la [céduction uniwerselld et qui termine sur une (Q-)résolvante vide si et
seulement si la QBF est [mon-validd Le dual de la Q-résolution est une procédure de
décision pour les QBF sous prénexes qui combine le consensus, qui est le dual
de la résolution en cela qu’il agit par élimination des |[stteraux complementaires de
deux [cubed, et la réduction existentielle, qui est le dual de la [réduclion universelld
en cela qu’elle élimine les symboles propositionnels existentiellement quantifiés d’un
cube qui ne contient pas de symboles propositionnels universellement quantifiés plus
internes. La procédure QKN est une implémentation de la Q-résolution.




QKN

Décision ‘ PSPACFE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe
Résolution
Réduction universelle
2. prop. La résolution propositionnelle est une|procedure_de_décisionpour les|formu-
[les propositionnelles sous [ENC qui [décidd de 1finsatisfiabilitd par obtention d’une

[clause vidd dun ensemble de [claused selon 1{équivalence logiqud

((AVB)A(=AVC)AC) = ((BVC)A(AVB)A(~AVC)AC)

(la formule (BVC) est la résolvante de 1'application de 'étape de résolution sur les
clauses (AVB) et (mAVC); l'enchainement des étapes de résolution qui mene a la
clause vide est une réfutation). 3. prep. La résolution de Robinson [I89] est basée sur
la résolution propositionnelle (cf. 2. prop). La formule initiale est sous forme clausale
(une conjonction de [claused). L’identité des [EZiéraud qui disparaissent est réalisée
par 'unification qui instancie a minima les [ariabled (logiques). Un unificateur pour
deux littéraux est une substitution (une fonction des variables dans les Fermed),
qui a pour objectif de les rendre, une fois appliquée, égaux. Si deux termes sont
unifiables alors il existe nécessairement un unificateur le plus général, substitution
qui instancie le moins possible les deux termes, unique au renommage des variables
pres. Un test d’occurrence qui vérifie qu'une variable ne figure pas dans le terme
avec lequel elle s'unifie est indispensable pour la préservation de la [correcfionl La
résolution de Robinson est & la naissance du paradigme de la[programmation logiqud
4. cf. [multi-résolufion] et [hyper résolution binaird

retour-arriere. Le retour-arriére (en. backtracking) est une technique pour simuler
le non-déterminisme (choisir sans la garantie de faire un choix pertinent pour la
suite) dans une procédure : le choix, sur lequel la procédure pourra revenir, ainsi
que son contexte sont conservés dans une pile de retour-arriére (en. backtrack stack).
L’utilisation de la pile de retour-arriere revient a un parcours d’arbre dans lequel les
nceuds sont les points de choix. Cette technique est a la base de 'implantation des
algorithmes de recherche (cf. § [CAl). Le retour-arriére intelligent (en. intelligent
backtracking ou backjumping ou dependency-directed backtracking) en QBF est une
technique issue de la résolution du probleme [SAT] sous [ENCI [T44] (et avant cela,
du domaine des[problemes de salisfaclion de _conlrainted [I78]) qui modifie le retour-
arriere en éliminant la seconde branche d’un |arbre semantiqgud d’un noeud dont le
symbole propositionnel n’a pas participé a 1insatisfiabilitd de la premiere branche
(i.e. en modifier sa [waleur de véritd ne changera pas I'insatisfiabilité). (L’ensemble
des symboles propositionnels tels qu’en en changeant d’un la valeur de vérité, la
formule passe d’insatisfiable & satisfiable et inversement est appelé dans [105, [T0T]
raison (en. reason) de l'insatisfiabilité ou de la satisfiabilité.) En cela cette tech-
nique s’apparente a celle de llapprentissage de lemmd Elle s’applique de la méme
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fagon pour les symboles propositionnels quantifiées existentiellement pour les QBF
sous FNC que pour SAT sous FNC (c’est le conflict-directed backjumping [105), 10T]
ou dependency-directed backtracking for false subproblem [I30]). Deux variantes de
retour-arriere intelligent lors de la détection de 'insatisfiabilité : la plus simple mais
aussi la moins puissante consiste a déclarer un symbole propositionnel pertinent pour
le retour-arriere (en. relevant) s'il a participé a [falsifier] une [clausd, c’est la technique
de ’étiquetage (en. labeling) ; la plus couteuse est la technique des ensembles de sym-
boles pertinents (en. relevance sets). Cette derniere technique associe a chaque nceud
de l'arbre sémantique un ensemble de symboles pertinents : un noeud qui présente
une clause falsifiée affecte a son ensemble de symboles pertinents les symboles de
cette clause; si pour un nceud interne le symbole propositionnel de branchement
n’est pas présent dans ’ensemble de symboles pertinents de son premier fils alors
la seconde branche est considérée comme insatisfiable, sinon la seconde branche est
calculée et ’ensemble de symboles pertinents de ce second fils I’est aussi, si le sym-
bole n’appartient pas a cet ensemble uniquement ce dernier est affecté a ’ensemble
des symboles pertinents de ce noeud interne sinon c’est 'union des deux ensembles
qui lui est affecté. Par la dualité des paires quantificateur existentiel/insatisfiabilité
et quantificateur universel flualidifd, le retour-arriere intelligent pour la seconde paire
est naturel et s’exprime par la symétrie des théoremes de [105, [T0T] : A la clause
qui falsifie la formule répond le [modeld mais si la premiere est suffisante, le second
contient trop d’éléments et rend la méthode moins opérante. Pour que le principe
du retour-arriere intelligent soit parfaitement dual, il faut que cette dualité s’étende
aussi au fragment logique choisi, or le dual de la forme normale conjonctive est la
l[forme normale disjonctivg. Il est tout de méme possible de considérer une version
appauvrie pour la FNC qui revient a faire de la [waledité universelle friviald a la
volée (dependency-directed backtracking by model intersections [I30]) : une seconde
branche portant sur un symbole universellement quantifié n’est pas considérée si
toutes les clauses non satisfaites du noeud de I'arbre sémantique sont satisfaites par
I'intersection des modeles de la premiere branche. Il existe une version plus évoluée
mais non-déterministe (dependency-directed backtracking by model unions [I30] ou
solution-directed backjumping [105] [[01]) qui recherche un modele plus petit. Enfin,
dans [(9, B0] une version parfaitement symétrique est proposée dans le cadre des
QBF sous [forme normale négativd et insérée dans la procédure de décision et
son systeme GQ BF'. Le retour-arriere intelligent y est explicité comme une propriété
d’inversion de 'ordre des quantificateurs d’'une QBF sans en affecter la validité.
retour-arriere intelligent. cf. [refour-arricrd

sampling. cf.[échantillonnagd

SAT. cf. [sémantique de la logique propositionnelle

sat-certificat. cf. § L3l

satisfiabilité. 1. qsr. cf. définition 2. prop cf. [sémantique de la logique proposid
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[Eionnelld 3. prep cf. [sémantique de la logique des prédicatd

satisfiability-directed learning. cf. [apprentissage de lemmd

scénario. cf. définition Pl

schéma. cf. définition

semantic tree. cf.[arbre sémantiqud

sémantique de la logique des prédicats. Nous présentons la sémantique du [land
[gage de la Togique des prédicatd [R6] en détail car la sémantique des QBF s’en inspire
et peut y étre ramende en se restreignant a son interprétation aux [hooléend La
sémantique de la logique des prédicats nécessite pour le langage non-logique £ de lui
associer une fonction d’interprétation dans un domaine sémantique via une structure
S = (D, I) telle que D soit un ensemble (le domaine sémantique) et I une fonction
d’interprétation qui associe a chaque [symbole de constantd, |[symbole de fonction| ou
[symbole de prédicaf une fonction comme suit : pour chaque symbole de fonction f
avec n arguments, n > 1, I(f) est une fonction de D™ dans D ; pour chaque symbole
de constante ¢, I(c) est un élément de D ; pour chaque symbole de prédicat p avec n
arguments, n > 1, I(p) est une fonction de D™ dans BOOL; pour chaque symbole
de prédicat p sans argument, I(p) est un élément de BOOL.
Le calcul de la sémantique d’une formule du langage des prédicats fait apparaitre
lors de I’élimination des quantificateurs des [pariables lzbred qui doivent recevoir une
valeur du domaine sémantique via une fonction d’assignation (ou assignation) définie
ainsi : une assignation « est une fonction de I’ensemble des variables dans ’ensemble
D. Soit d un élément de D et x une variable, o[z := d] dénote une nouvelle assignation
de I’ensemble des variables dans D telle que :

{ alr:=d|(y) = dsiz=y
= a(y) sinon.

Ainsi pourvu nous pouvons définir la sémantique d’un Eermd ¢ comme étant une
fonction I*(t) : (V — D) — D définie inductivement, pour toute assignation « par :

I(x)(a) = a(x) pour tout z € V

I(¢)(a) = I(c) pour tout ¢ € SC
I*(fti.. .tp)(a) = I(f)(IT*(t1)(a)...I*(tn)(e)) pour tout f € SF,
d’arité n > 1, et ty,...,t, des termes du langage L.

Par extension de la [sémantique de la logique propositionnelld, & chaque [connecienn
llogiqud et [quantificateur| est associée une fonction a valeur dans[BOOT] qui en définit
sa sémantique :

I+,I, :(V—D)— BOOL
() =it I(a)=ir
I :((Vv—-D)—BOOL)x (V—D)— BOOL

L (f)(a) = i~(f(a))
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I : ((V - D) - BOOL)? x (V — D) — BOOL

I(f,9)(a) =io(f(a),g(cx)) pour tout connecteur o € {A,V,—,« D}

IZ,IZ : (V — D) — BOOL) x (V — D) — BOOL

I5(f)(a) = vrai si et seulement si f(afz := d]) = vrai pour un d € D.
IZ(f)(a) = faux si et seulement si f(afz := d|) = faux pour un d € D.

La sémantique d’une formule F' d’un langage £ dans une structure S = (D, I) est une
fonction I*(F') : (V — D) — BOOL définie inductivement, pour toute assignation

« par :

(L)) = I(a)

(M) = I ()

IFp)e) = I(p)
pour tout p € SP d’arité 0

I*((GeoH))(e) = I,(I"(G), I"(H))(c)
pour tout G, H € PRED, et o € {A,V,—, <, ®}
I'(=G)(a) = L{I*(G))(a)

I*(pth. . tn)(Q)
I"((3z G)) (@)

(Ve G))(a)

pour tout G € PRED

= I(p)I"(t)(e) ... I"(tn)(a))

pour tout p € SP d’arité n > 1, et tq,..
= IE(I"(G))(a)

pour tout G € PRED et x € V

= II"(G)) ()

., t, des termes

pour tout G € PRED et x € V

Soient un langage £ et F une formule de £ : la structure & = (D,I) satisfait
la formule F' pour assignation « si I*(F)(«) = vrai, ce qui est noté (SE*F); la
structure S = (D, I) falsifie la formule F' pour I'assignation « si I*(F)(a) = faux, ce
qui est noté (SHEYF) ; la formule F est satisfiable 1l existe une structure S = (D, I)
et une assignation « telles que I*(F')(«) = vrai; la formule F' est valide dans la
structure S = (D, I) si pour toute assignation «, I'*(F)(«) = vrai, la structure
S est alors un modéle pour la formule F, ce qui est noté (SEF); la formule F' est
falsifiable dans la structure S s’il existe une assignation « telle que I'*(F')(«) = faux,
ce qui est noté (SHF); la formule F' est valide si pour toute structure S = (D, I)
et pour toute assignation a, I*(F)(«) = vrai, ce qui est noté = F'; la formule F
est insatisfiable dans la structure S si pour toute assignation «, I*(F)(a) = faux;
la formule F' est insatisfiable si pour toute structure S et pour toute assignation « ,
I*(F) () = faux.
sémantique de la logique du premier ordre. cf.[sémantique de la logique des préd

[dicatd
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sémantique de la logique propositionnelle. La sémantique de la logique proposi-
tionnelle [86] définit la valeur de vérité, c’est-a-dire un [booléer] d’une[formule propost]
[Ezonnelld selon une valuation, i.e. une fonction qui associe a chaque [symbole proposid
[fzonnel une valeur de vérité. A chaque [connecteur logiqud est associé une fonction &
valeur dans qui en définit sa sémantique.

it,i, — BOOL

iT = vrai 1| = faux

i— : BOOL — BOOL

x i-(x)
vrai | faux
faux | vrai

Z'/\,’L'\/,’L'*),Z.H,Z'@ : BOOL x BOOL — BOOL

z Y i/\(%’,?j) Z‘\/('7;7y) Z_)(.%',y) ZH(xvy) i@(.%',y)
vrail | vrai vrai vrai vrai vrai faux
vrai | faux | faux vrai faux faux vrai
faux | vrai | faux vrai vrai faux vrai
faux | faux | faux faux vrai vrai faux

I;,1, : (SP — BOOL) — BOOL
Iy (v) =iL Ig(v) =it
I_: ((SP — BOOL) — BOOL) x (SP — BOOL) — BOOL
L(f)(v) = i-(f(v))
I, : (8P — BOOL) — BOOL)? x (SP — BOOL) — BOOL

I(f,9)(v) =is(f(v),g(v)) pour tout connecteur o € {A,V,—, <, B}

La sémantique d’une formule propositionnelle F' est une fonction I'*(F) : (SP —
BOOL) — BOOL définie inductivement par :

() = I,(v)
(M) = It(v)
I*(p)(v) = wv(p) pour tout p € SP
I'(-G)(v) = I,(I"(GQ))(v) pour tout G € PROP
F(GoH)(w) = L(IF(G)I*(H)@)

pour tout G, H € PROP et o € {A,V,—, <, D}
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Cette version de la sémantique est non conventionnelle car elle fait apparaitre un
niveau intermédiaire (celui des fonctions I+, I, I_ et I,) qui se révele inutile au
propositionnel (puisque l'argument, la valuation, ne change jamais) mais tres utile
au niveau du premier ordre et des QBF. Par application de cette remarque, une
définition plus classique peut-étre déduite (avec v*(F) = I*(F)(v)) :

U*(L) iJ_
v*(T) = T
v*(p) = wv(p) pour tout p € SP
v*(-G) = i-(v*(Q)) pour tout G € PROP
v*((GoH)) = io(v™(G),v"(H))

pour tout G, H € PROP et o € {A,V,—, <, D}

L’extension de la valuation v pour une formule F', v*(F), est I'interprétation booléen-
ne de F' par v. Une valuation v satisfait une formule F' si v*(F) = vrai, cette
valuation est alors un modéle de F, ce qui est noté v = F. une formule est satis-
fiable si elle admet (au moins) un modele ; une valuation v falsifie une formule F
si v*(F) = faux, ce qui est noté v & F'; une formule est falsifiable si elle admet
(au moins) une valuation qui la falsifie; une formule F' est une tautologie si toute
valuation en est un modele, ce qui est noté = F' (et dans le cas contraire = F);
une formule est insatisfiable si aucune valuation n’en est un modele; une formule
A est conséquence sémantique d’un ensemble de formules ¥ si pour tout modele
de 'ensemble de formules X, il est aussi modele de la formule A, ce qui est noté
Y E A. Le probléme de [décided si une formule propositionnelle est satisfiable ou
non, probleme « SAT », est un probleme canonique pour la classe de complexité
[(3]. Le probleme de décider si une formule propositionnelle est une
tautologie ou non, probleme « TAUT », est un probléeme canonique pour la classe
de complexité fco — N'P-complet]

sémantique des QBF. cf. définition [[3 et
sémantique des connecteurs et quantificateurs. cf. définition [[4 et
sémantique des modeéles stables. La sémantique des modéles stables [91] (en. sta-

ble model semantics) d'un [programme_logique normalest un ensemble d Talomed com-
pletement instanciés X tel que le |plus petit modele de Herbrand du réduit du pro-
gramme par X est égal a X. Le réduit d’un programme P par un ensemble X est le
[programme logique défind PX = {r* |r € P, corps—(r)N X = (}.

sémantique propositionnelle des connecteurs logiques. cf. définition [[E
Semprop. [I30] Semprop est une [procédure de décision] pour le [probléme de validild

des QBF dont la [mafricd est sous [ENC] basée sur un Le mécanisme
de [cefour-arrierd est étendu par du [dependency-directed backtraking instancié en du
ldependency-directed backtraking for false subproblemdpour le|quantificateur existend
[fzel et du[dependency-directed backtraking Jor true_subproblemspour le[quantificaleur]
[unzversel ainsi que de {apprentissage de lemmd instancié en du [caching lemmd pour
le quantificateur existentiel et adapté au quantificateur universel en dufcaching model,
toutes ces techniques participant au [retour-arriere intelligend.




Semprop
Décision ‘ PSPACE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe
Monolithique
FNC prénexe

J-learning
V-learning
Propagation unitaire
Littéraux monotones

séquent. cf. [calcul des séquentd

sKizzo. [23,27 24] sKizzo est une[procédure_de_décision|pour le[probléme _de validild
des QBF dont la [mafricd est sous [ENCl basée sur la [skolémisation_proposi]
[Ezonnelld mise en série avec une procédure de décision pour le probléeme [SAT] Mal-
heureusement, la formule sous FNC est dans la plupart du temps trop grande pour
étre méme générée. Une représentation dite symbolique, version compactée de la
formule, est obtenue avant la génération finale et des techniques de raisonnement
symbolique (non nécessairement completes) sont appliquées dessus jusqu’a ce que la
génération finale soit possible. Ces techniques sur la représentation symbolique, qui
reprennent des techniques classiques sur les [formules propositionnelles sous FNC,
sont la [propagation de clause unitaird symbolique, la [propagation de littéral mono
Eond symbolique, 1Jayper résolution binaird symbolique et le [razsonnement sur équi
[alencd symbolique. Depuis [26] sKizzo n’opére plus sur des QBF réellement prénexes
en interne grace a un [arbre_de_quantificateurd obtenu par un algorithme de lninzscod
La procédure sKizzo est associée a un générateur/vérificateur/inspecteur de

at-certificald le systéme ozziks [25].

|sKizzo|

Décision ‘ PSPACFE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ FNC prénexe

Transformation

Skolémisation
SAT
skolémisation. La skolémisation est une transformation de la [logique des prédicatsd
qui élimine dans une formule prénexe tout quantificateur existentiel (resp. universel)
et remplace dans la matrice la variable quantifiée par un terme constitué d’un nou-
veau symbole de fonction et des variables universellement (resp. existentiellement)
quantifiées qui la précede. La formule obtenue par skolémisation des quantificateurs
existentielles est insatisfiable si et seulement si la formule initiale ’est aussi. Ce
théoréme est a la base de I’application de la[césolufior] de Robinson. La skolémisation
des quantificateurs universels est utilisée de maniere symétrique pour la construction

de preuves.

skolémisation propositionnelle. [23] La skolémisation propositionnelle prolonge la
[sEolémasation par élimination des[quantificateurs existentieldd’une QBF en « aplatis-
sant » les fonctions [booléenned pour qu’elles deviennent des[formules propositionnelles
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venant se substituer aux symboles propositionnels |existentiellement quantificd de la
[mafricd : & chaque combinaison sur les laleurs de véritd des symboles propositionnels
[universellement quantifiéd précédant dans le [Zeud le symbole propositionnel existen-
tiellement quantifié et a chaque[symbole de fonction]est associé une nouveau symbole
propositionnel existentiellement quantifié. Une fois la [subsfifufion effectuée la ma-
trice est & nouveau une formule propositionnelle qui est alors mise sous [FNCl Ces
nouveaux quantificateurs et symboles propositionnels associés sont tous introduits
avant les quantificateurs universels ainsi le nouveau lieur ne contient plus qu’un
préfixe de quantificateurs existentiels (les nouveaux symboles propositionnels) et un
suffixe de quantificateurs universels (les symboles propositionnels universellement
quantifiés de la QBF initiale). Lalcéduciion unierselld est alors appliquée et élimine
tous les quantificateurs universels. L’application de la skolémisation propositionnelle
fait croitre dans le pire des cas exponentiellement la taille de formule propositionnelle
par rapport & la QBF initiale. Les [modéled QBF sont fournis explicitement par le
calcul des modeles propositionnels. La procédure de décision (et logiciel) EKizzd [23]
a pour principe de base la skolémisation propositionnelle.

solution directed backjumping. cf. [retour-arricre intelligend

solution learning. cf. [apprentissage de lemmd

SOP. cf.

sous-formule d’une QBF. cf. définition Bl

sum of products. cf.

SP. cf. définition M

SPL. cf. définition H

SPB. cf. définition H

SP3. cf. définition Bl

SPy. cf. définition

sf. cf. définition Bl

sfe. cf. définition Bl

sfec. cf. définition Bl

S-QBF [192] S-QBF est une[procédure_de_décisior]pour le[probleme de validitd des QBF
dont la [mafricd est sous [ENC] basée sur un La procédure S-QBF fait
appel & une procédure de décision pour le probleme [SAT] pour déterminer si la ma-
trice est ou non, si ce n'est pas le cas le [cefour-arricrd est déclenché
sinon le [modeld propositionnel obtenu et les informations qui lui sont lides (les
lclauses unataired, les llemmed) sont utilisées dans la partie QBF de la procédure

pour guider la recherche.




S-QBF
Décision ‘ PSPACFE

Sémantique ‘ PSPACE ‘ FNC prénexe
Monolithique
FNCA
J-learning
V-learning
Propagation unitaire
Littéraux monotones

stable model semantics. cf. [sémantigue des modeles stablesd

Stalmarck. [algorithme de Stalmarchl

stratégie. cf.

subsumer. cf. [clousd

substitution. 1. qsr. cf. définition @l 2. pror. Une fonction de substitution est une
fonction de ’ensemble des symboles propositionnels SP dans ’ensemble des for-
mules propositionnelles, PROP. L’ensemble support d’une fonction de substitution
o est ’ensemble des symboles propositionnels p tels que o(p) # p. Soit {p1,...,pn}
I’ensemble support d’une fonction de substitution ¢ alors la fonction o sera notée
[p1 < o(p1),...,pn < o(pyn)]. Par abus de langage la fonction de substitution (ou
substitution) dénote aussi son extension a toute formule propositionnelle (Gy,...,G,
un ensemble de formules propositionnelles) :

o(l) = L
o(T) = T
olp) = p sioc=[p1— G1,...,pn — Gy
et p € SP,p & {p1,...,pn}
olpi) = G; sio=[p1— Gi,...,pn — Gy
et p; € {p1,..-,pPn}
o(-G) = -0(G) si G € PROP

o((GoH)) = (0(G)oo(H))
si G,H € PROP et o € {\,V,—, <, ®}

3. preED. So0it un langage non-logique L. Une fonction de substitution o est une fonc-
tion des variables dans les termes. L’ensemble support d’une fonction de substitution

o est 'ensemble des variables x telles que o(z) # x. Soit {x1, ..., z,} 'ensemble sup-
port d’une fonction de substitution ¢ alors la fonction de substitution o sera notée
[x1 < o(z1),...,2, — o(x,)]. La substitution de support vide est notée e. Par abus
de langage la fonction de substitution (ou substitution) dénote aussi son extension &
tout terme (o = [x1 < t1,...,%pn < by, t1,...,t, des termes, {z1,...,2,} C V) :

o(z) = =z sizeVavecx & {r1,...,Tn}

olx;)) = t siz; € {x1,...,xn}

olc) = ¢ sice SC

o(fty...t,) = fo(t))...o(t,,) sifeSF, darité non nulle et
th,...,t, des termes.
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et & toute formule

(avec o = [.%'1 0,y Tim1 — bim1, i1l — i1y, Ty — tn]) :
o(l) = L.
o(T) = T
olp) = p sip € SP, d’arité nulle
o(pty...t),) = po(ty)...o(t))
si p € SP, d’arité non nulle et ¢),...,t,, des termes
o(-G) = -0(G) si G € PRED,

o((GoH)) = (o(G)oo(H))

si G,H € PRED, et o € {\,V,—,—, &}
o((qr: G)) = (qz; d'(G)) si G € PRED; et q € {V,3}
o((gz G)) = (qr a(G))

siG € PRED,,q € {V,3} et x & {z1,..., 20}

substitution des équivalents. cf. [equivalence logiqud

substitution obtenue a partir d’une valuation fonctionnelle. cf. définition

support. cf. subsfitufion

symbole de constante. cf.[langage de la logique des prédicats

symbole de fonction. cf. [langage de la logique des prédicatd

symbole de prédicat. cf.|langage de la logique des prédicats,

symbole propositionnel. 1. grr. cf. définition [l 2. pror. cf. fangage de la logiqud
Ipropositionnelle

symbole propositionnel libre. cf. définition El

symbole propositionnel lié. cf. définition Hl

systeme G de Gentzen. cf.[calcul des séquentd.

systeme Sgpr. cf. définition

systeme Sgpr enrichi. cf. définition

TAUT. cf. [sémantique de la logigue propositionnelld

tautologie. cf. [semantique de la logique propositionnelle]

terme. 1. qBr & prop. cf. 2. prep. cf. [langage de la logique des prédicatd
test d’occurrence. cf. [résolufion

top-down. cf. §.

unification. cf. [césolufion
universel. 1. morph. cf. définition [l 2. sem. cf. définitions et
universellement quantifié. cf. définition E



AL_FONC. cf. définition [[8

VAL_QBF. cf. définition

VAL_PROP. cf. définition T2

valeur de vérité. cf. définition [Tl

validité. 1. qBr. cf. définitions [0 et B2 2. Syn. cf. [calcul des séquenid 3. prep. cf.
Isemantique de la logique des prédicats

validité universelle triviale. (en. Trivial truth) [48] Une QBF [prénezed sous [ENC]
(ne vérifiant pas la [falsifiabilité universelle triviald), dont la [malricd privée des in-
stances des[symboles propositionneldfuniversellement quantifiéd et des|quantificaleurd
est [satisfiabld est lwalidd Cette technique peut étre appliquée a la volée (dependency-
directed backtracking by model intersections [130]).

valuation fonctionnelle. cf. définition ¥

valuation propositionnelle. 1. gsr. cf. définition[[2 . 2. prop. cf.[sémantique de [d
llogique propositionnelle

valuation propositionnelle dans valuation fonctionnelle. cf. définition

valuation QBF. cf. définition [[8

valué. cf. définition

variable. cf.[langage de la logique des prédicatd

variable libre. cf. [langage de la logigue des predicats

variable logique. cf. [programmation logiqud

vrai. cf. définition [l

WalkQSAT. [95] La procédure WalkQSAT est une procédure pour le [probléme _de validild
des QBF [prénezed dont lamalricd est sous [ENClbasée sur un DL mis en coopération
avec la procédure incompleéte par recherche locale WalkSAT [199] pour le probleme
[SAT] La procédure est similaire & la [procédure de décisior] [[UBH dans sa version
« BJ » [I05] si ce n’est que la procédure WalkSAT fournit des modéled propositionnels
de la matrice de la QBF pour guider la recherche. Si la procédure WalkSAT n’est pas
en mesure de trouver un modele, la construction dulscénarid courant est interrompue
et le [cefour-arricrd est déclenché ; dans ce cas la lon-walidifd sous I'hypothese du

scénario courant n’est pas [écidéd et la procédure est donc incompleéte.

WalkQSAT
Incomplet ‘ PSPACE

Sémantique ‘ Polynomial en espace ‘ FNC prénexe

Monolithique

FNC prénexe

F-backjumping

V-backjumping
Propagation unitaire
Littéraux monotones
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ZBDD. cf. [Dwagramme de déciston binaird.
ZQSAT. [98, 99] ZQSAT est une [procédure_de_décision] pour le [probléme _de validitd des
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QBF dont la [mafricd est sous [FENC basée sur un La procédure ZQSAT
utilise les pour représenter les [claused; 1Tezpansion top-down] des quantifica-
teurs est réalisée par des opérations ensemblistes sur des ZBDD ; les sous-formules
déja démontrées [walided sont stockées dans le ZBDD.

ZQSAT
Décision | PSPACE

Symbolique ‘ Exponentiel en espace ‘ DAG

Monolithique

FNC prénexe

J-backtrack

V-backtrack
Propagation unitaire
Littéraux monotones
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PROPOS SUR LES FORMULES BOOLEENNES QUANTIFIEES

Résumé

Le formalisme des « Formules Booléennes Quantifiées » étend la logique propo-
sitionnelle en permettant d’associer des quantificateurs existentiels ou universels
aux symboles propositionnels. Vue comme un jeu fini & deux joueurs, une formule
représente simultanément les regles et les conditions de victoire. La validité de la
formule exprime que le joueur existentiel a une stratégie pour gagner quelles que
soient les décisions de son adversaire. Mes travaux tentent de répondre aux ques-
tions suivantes : existe-t-il au moins une stratégie 7 comment le décider efficacement ?
comment représenter de maniere compacte une stratégie 7 comment la calculer 7 com-
ment étre str que ce qui a été calculé est correct 7 comment compiler la formule dans
le méme formalisme ou un autre déja bien connu pour obtenir plus efficacement les
stratégies. A toutes ces questions, des réponses aussi bien théoriques que pratiques
ont été proposées.

Mots-clés : Formules booléennes quantifiées, compilation, validité.

TALK ABOUT QUANTIFIED BOOLEAN FORMULAE

Abstract

The “Quantified Boolean Formula” formalism extends propositional logic by allow-
ing to associate some existential or universal quantifiers to propositional symbols.
Considered as a finite two-player game, a formula expresses simultaneously the rules
and the victory conditions. Validity of a formula expresses that the existential player
has a strategy to win whatever are the decisions of the adversary. My works try to
answer the following questions : Is there at least one strategy 7 How to decide it
efficiently 7 How to compactly represent a strategy ? How to compute one ? How to
be sure that what has been computed is correct 7 How to compile the formula in the
same formalism or in another one already well known to obtain more efficiently the
strategies 7 To all these questions, theoretical and practical answers have be been
proposed.

Keywords : Quantified Boolean Formulae, compilation, validity.



Démonstrations

Lemme 1 Soient F' une QBF sans quantificateur et v une valuation (propositionnelle).

Alors I*(F)(v) = v*(F).

Démonstration du lemme 1 La démonstration est immédiate par induction structurelle
grace aux définitions [I3, et A et a la définition de la sémantique de la logique
propositionnelle47).

Lemme 2 Soient F' et G deur QBF, F' librement substituable pour un symbole proposi-
tionnel x dans G et v une valuation propositionnelle. Alors

[z = FI(G))(v) = I'(G)(v]z == I"(F)(v)])

Démonstration du lemme 2 Le lemme se démontre par induction structurelle sur G.
G=x=x

I*([z — F](x))(v)
= I"(F)(v)
I*(z)(vla == I (F)(v)])

G=y#u

I"(ly « Fl(2))(v)
= I*(y)(v)
= I*(y)(v[z := I*(F)(v)])

G =T (Preuve similaire pour 1)

I (T = Fl(z))()
= r(ME)

= I"(T)(v[z := I"(F)(v)])
G = —~H (Preuves similaires pour A\, V, —, <> et @)

I"([z — F](=H))(v)
= I"(0[z « F|(H))(v)
= i-(I*([z — F|(H))(v))

par hypothése d’induction
— (P (H)(wla = P(F)(0))
= [(-H)(ofx = (F)()])



Démonstrations

G= 3y H), x#y, y pas libre dans F

(e — FI((3y H)))(v)

— I((3y [ — FI(H)))(v)

— (I (lz — FI(H))(vly = vrail), I*([v — FJ(H))(v]y = faux])
par hypothése d’induction

= iv(I"(H)(v]y := vrail[z := I"(F)(v[y := vrai])]),
I"(H)(v]y := faux][z := I"(F)(v]y := faux])]))
y pas libre dans F'

G= 3y H), x#vy,y libre dans F, F étant librement substituable pour x dans G =
(3y H) donc x n’apparait pas libre dans H donc

I*([x < F((3y H)))(v)

= I*((3y H))(v[x = I*(F)(v)))
G= 3z H)

I*([x — F|((3z H)))(v)

= I"((3z H))(v)
= I"(Gz H))(v[z == I"(F)(v)])

G = (Vy H). La preuve est similaire au cas existentiel.
Lemme 3 Soit une QBF préneze F et une valuation v. Alors I*(F)(v) = I*(F)(v,0).

Démonstration du lemme 3 La démonstration est immédiate par induction structurelle
grice aux définitions I3, et I3 pour la sémantique décisionnelle et aux définitions I3,
et pour la sémantique fonctionnelle puisque la différence entre les définitions [
etZ réside dans le cas ou la composante fonctionnelle est non vide.

Lemme 4 Soient F' une QBF prénexe close et sk une valuation fonctionnelle. Alors, pour
toutes valuations propositionnelles v et v/,

I*(F)(v,sk) = I"(F)(V, sk)

Démonstration du lemme 4 La démonstration est immédiate par induction structurelle
grace aux définitions I3, et 21 puisque la QBF étant close, seules les valuations intro-
duites par la sémantique des quantificateurs sont accessibles par la définition [IA dans le
cas d’arrét portant sur le symbole propositionnel de la définition [211.
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Lemme 5 Soit QM une QBF close préneze quantifiée uniquement existentiellement. Si
la valuation propositionnelle v est un modéle propositionnel de M alors la valuation QBF
de composante fonctionnelle {(x — &)}zev(ar), telle que pour tout v € V(M), & = v(x),
est un modéle QBF de QM. Si la valuation QBF de composante fonctionnelle {(x —
'i')}:vEV(M) est un modéle QBF de QM alors la valuation propositionnelle v, telle que pour
tout x € V(M), v(x) = &, est un modéle propositionnel de M.

Démonstration du lemme 5 La démonstration est immédiate par induction structurelle
grice aux définitions [I3, et A et a la définition de la sémantique de la logique
propositionnelle47).

Lemme 6 Soient F' et G deux QBF, F librement substituable pour un symbole propo-
sitionnel x dans G, v une valuation propositionnelle et sk une valuation fonctionnelle.
Alors

I"([z « F(G))(v, sk) = I"(G) (v[z := I"(F)(v, sk)], sk)
Démonstration du lemme 6 La démonstration est similaire a celle du lemme[d.

Lemme 7 Soit G une QBF préneze dont l'unique symbole propositionnel libre est x et v
une valuation propositionnelle. Alors

(Ve @) (v,0) = I'(([z — THG)Alz — L|(G)))(v,0)

et
I'((3z G))(v,0) = I'(([x < TN(G)V]z « L|(G)))(v,0).

Démonstration du lemme 7

I"(Vz G))(v,0)

I (I*(G)) (v, 0)
in(I*(G)(v[z := vrai], D), I*(G)(v][z := faux],())
par lemme [@

= in(I"([z = TI(@) (v, 0), I" ([ — L)(G))(v,0))

La preuve est similaire pour le quantificateur existentiel.

Lemme 8 (validité et modele) Une QBF prénexe close est valide si et seulement si
elle admet un modéle QBF.

Démonstration du lemme 8 Le lemme est une conséquence du lemme suivant : «soit
sk une valuation fonctionnelle et v une valuation propositionnelle quelconque. I*(F')(v, sk) =
vrai si et seulement s’il existe une valuation fonctionnelle sk’ telle que sk U sk’ est une
valuation fonctionnelle pour F et I*(F)(v, sk U sk’) = vrai».

Preuve par récurrence sur le nombre n de quantificateurs de la QBF F'.

n = 0. Le lemme est vérifié avec sk’ = ().
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n >0 et F=3xG. S’il existe (x — T) dans sk alors le lemme est trivialement vérifié
par induction sinon
I"(32G)(v, sk) = vrai

st et seulement si
iv(I"(G)(v]z := vrail, sk), I (G)(v[z := faux], sk)) = vrai

Sans perte de généralité, supposons que I'*(G)(v[x := vrail,sk) = vrai. Par hy-
pothése d’induction I*(G)(v[r := vrail,sk) = vrai si et seulement s’il existe une
valuation fonctionnelle sk’ telle que sk U sk’ est une valuation fonctionnelle pour G
et I*(G)(v]x := vrail, sk U sk’) = vrai si et seulement si

I*(32G) (v, sk U (sk’ U {(x — vrai)})) = vrai.

n >0 et F =VeG. Soit sk une valuation fonctionnelle et v une valuation quelconque.
Soit {x;}icr Uensemble des symboles propositionnels existentiellement quantifiés de
la QBF @G.

I*(VxG)(v, sk) = vrai

st et seulement si
in(I*(G)(v]x := vrai], sk(vrai)), I"(G)(v]z := faux], sk(faux))) = vrai

si et seulement si

I (G)(v[x := vrai|, sk(vrai)) = vrai
et

I'(G)(v[z := faux], sk(faux)) = vrai

st et seulement si, par hypothese de récurrence, il existe une valuation fonctionnelle
Skyrai = {{(z; — Y™ }Lier} telle que sk(vrai) U skyrai est une valuation fonction-
nelle de G et

I*(G)(v]x := vrai|, sk(vrai) U skypai) = vrai
et il existe une valuation fonctionnelle skgaux = {{(; — fB™)}lics} telle que
sk(faux) U skgaux est une valuation fonctionnelle de G et

I (G)(v]x = faux], sk(faux) U skgayux) = vrai.

Maintenant, soit, pour tout i, i € I, la fonction f; telle que f;(vrai) = fi"”"i et
fi(faux) = ffaux et sk’ = {(x; — fi)}ier et en posant la valuation fonctionnelle
sk = sk U sk/,

I*(VxG) (v, sk”)
= ir(I*(G)(v[z := vrai], sk” (vrai)), [*(G) (v[x := faux], sk” (faux)))

= wvral

La réciproque est triviale.



Démonstrations

Lemme 9 (modele QBF et tautologie) Soit QM wune QBF prénexe close dont les

variables existentielles sont {x1,...,xz,}, sk = {(x; — %)} une valuation fonctionnelle
pourla QBF QM , ¢y, ..., Qg les formules associées positivement aux fonctions 21, ..., 2y,
et la substitution o = [T1 — ¢z ] ... [Xn — ¢u,| alors la valuation QBF (v, sk), v une va-

luation quelconque, est un modéle de la QBF prénexe QM si et seulement si la formule
propositionnelle (M) est une tautologie.

Démonstration du lemme 9 Par récurrence sur le nombre n de quantificateurs.
n = 0. Immédiat.
n>0 et F=32G. Soit sk = (x — &)Usk’. Pour toute valuation v, la valuation QBF
(v, sk) est un modéle QBF si et seulement si

I"(32QG) (v, sk) = vrai

s1 et seulement si

I'(QG) (v[x := %], sk") = vrai
st et seulement si
I*(QG) (v[x == I (¢3) (v, sk)], sk') = vrai
st et seulement si par le lemme
I*([x «— ¢:](QG)) (v, sk') = vrai

si et seulement si
(Qlr — 63](G))(v, sK') = vrai

st et seulement si, par récurrence,
v*([x «— ¢z]o(G)) = vrai.

n>0 et F=VYaG. Soit{x1,...,x,} les symboles propositionnels existentiellement quan-
tifiés de G. Soit la valuation fonctionnelle sk = {(z; — ;) }1<i<n; pour tout
1 <@ < n, ¢z estla formule propositionnelle associée positivement a la fonction
booléenne ; et [x «— T|(¢z) (resp. [v — L]|(¢sz,)) est la formule propositionnelle
associée positivement a la fonction booléenne ;(vrai) (resp. Z;(faux)). Pour toute
valuation v, la valuation QBF (v, sk) est un modeéle QBF si et seulement si

I*(VxG)(v, sk) = vrai
st et seulement si
in(I"(G)(v]z := vrail], sk(vrai)), I (G)(v[z := faux], sk(faux))) = vrai
st et seulement si

I'(G)(v[x := vrai|, sk(vrai)) = vrai et I"(G)(v[z := faux], sk(faux)) = vrai
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si et seulement si, par hypothése de récurrence,

ofe = vrail*(f1 — [o < T)(¢a,)] .. [on — [2 = T)(6,))(G)) = vrai
et

ol = faux* ([ — [z — L)(6)).. [n — [z — L)(65,))(G)) = vrai
st et seulement st

v (o1 [o = T)0a))- - o — [ = TI(6s))([z — TI(G))) = vrai
(el e L)l — o — L)) — () = vesi

si et seulement si v I*([x1 «— @iy - [0 — ¢u,](G)) = vrai pour tout booléen b.
Lemme 10 Soit la QBF FNC préneze (close) QM dont les variables existentielles sont
{z1,...,zn}. Sila valuation QBF (v, {(z; — %;)}1<i<n), v une valuation propositionnelle
quelconque, est un modéle QBF pour la QBF QM alors la substitution

e e Ol o PR E R N R
est telle que o(M) est une tautologie.

Démonstration du lemme 10 Soit QM une QBF prénexe dont les variables existen-
tielles sont {x1, ...,z }, un valuation QBF V pour la QBF QM de valuation fonctionnelle
{(xi — Z3)} , bzys--o, Ou, (TESD. Uiy, ... Vg, ) les formules associées positivement (resp.
négativement) auz fonctions T;,...,%, et la substitution o = [x1 — ¢z ]...[Tn — ¢z, ]
alors, par le lemmeld, la valuation QBF V est un modéle de la QBF QM si et seulement
si la formule propositionnelle o(M) est une tautologie. Soit la substitution o' = [x1 «—
Gy [0 — vy [Tn — G, |[DTn — v, et fne la forme normale conjonctive de M.
Maintenant, pour tout i,1 < i <n, =¢z, = vy donc o'(fne) = o(M) d’ou le résultat.

Lemme technique 1 Soient F' une formule propositionnelle, Q@ un lieur, x un symbole
propositionnel n’apparaissant pas dans Q, v une valuation propositionnelle, sk une valua-
tion fonctionnelle et o = A\ ou o =V alors

I(Q(woF))(v) = io(v(z), I"(QF)(v)).

et
I"(Q(xzoF)) (v, sk) = io(v(x), I"(QF)(v, sk)).

Démonstration du lemme technique 1 Par récurrence sur le nombre n de quantifi-
cateurs de Q.

n=0. I*((xoF))(v, sk) = is(v(x), [*(F)(v, sk)).
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n > 0. S’il n’existe pas (y,7) € sk

I (FyQ(zoF))(v, sk)
= w([*(Q(zoF))(v]y := vrail, sk), I"(Q(zoF)) (v]y := faux], sk))
iv (io(v]y = vrai](z), ( F)(vly := vrail, sk)),
Zo( [y := faux](z), I" (QF) (v]y := faux], sk)))
= iv(io(v(2), I"(QF)(v]y := vrail, sk)), i (v(2), I"(QF ) (v]y := faux], sk)))
(v(@),iv(I*(QF)(v]y := vrail, sk), I"(QF)(v]y := faux], sk)))
io(v(z), ["(QF)(v, sk))

Pour le quantificateur universel, la démonstration est similaire.
Si sk = {(y,9)} U sk’

vr
:zo =Vr

I*(3yQ(zoF))(v, sk)

= I"(Q(zoF))(v]y := 9], sk')

= io(v(2), I (QF)(v]y := 7], sk'))
= do(v(x), I"(FYQF)(v, sk))

La preuve est similaire pour la sémantique décisionnelle en omettant la valuation fonc-
tionnelle et le dernier item.

Lemme 11 La relation = est une relation d’équivalence pour les QBF.

Démonstration du lemme 11 Soient F', G et H trois QQBF.

réflexivité : F = F si et seulement si I*((F«—F))(v) = vrai ce qui est immédiat par
les définition [I3, et [IA

symétrie : si F = G alors I'*((F+—Q))(v) = vrai donc par les définition [[3, [[]] et 3
I'((G-F))(v) = vrai donc G = F

transitivité : si F = G et G = H alors I*((F—G))(v) = vrai et I*((G—H))(v) =
vrai donc, par la définition [[3, I*(F)(v) = I*(G)(v) et I*(G)(v) = I*(H)(v) donc
I*(F)(v) = I*(H)(v) done, par la définition[I3, I'*((F«+—H))(v) = vrai donc F = H.

Lemme 12 Soit F' une QBF, y un symbole propositionnel n’apparaissant pas dans F' et
q un quantificateur. Alors (qx F) = (qy [x < y|(F)).

Démonstration du lemme 12 Soit F' une QBF, y un symbole propositionnel n’appa-
raissant pas dans F.

I*((y [z < yl(F)))(v)
= iv(I*([z — y](F))(vly := vrai]), I" ([z — y](F))(v]y := faux]))
par le lemme @

= v (I"(F)(v]y := vrai][z := I"(y)(v]y := vrai])]),

I*(F)(v]y := faux][z := I*(y)(v]y := faux])]))
= iy(I*(F)(v[y := vrai][z := v[y := vrai|(y)]), I*(F)(v]y := faux][z :=
= iv(I[*(F)(v]y := vrai][z := vrai)), [*(F)(v]y := faux][z := faux]))
= iy(I*(F)(v[x := vrai)), [*(F)(v[z := faux]))
) =

Donc (Fz F
universel.

vly = faux|(y)]))

(Jy [x — y|(F)). La démonstration est similaire pour le quantificateur
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Lemme 13 Soient F' et G deur QBF, x ety deux symboles propositionnels, Q un lieur
et ¢ un quantificateur. Alors

(Q=.1) si F =G alors qxF = qzG ;

(Q=.2) F2Q(zNG) = Qlz — T|(G) ;

(Q=3) 32Q(~2AG) = Qlz — 1](G);

(Q=.4) YzQ(zVG) = Qlxr — L](G);

(Q=.5) VzQ(—aVG) = Qz — T|(G) ;

(Q=.6) Vex = L ;

(Q=.7) Ve—z =L ;

(Q=8) Jxzx=T;

(Q=.9) Jxz—z=T.

Les équivalences propositionnelles 0.1 a 0.30 et les équivalences du premier ordre 1.1 a
1.14 de l%équivalence logique®® sont vérifiées pour les QBF.

Démonstration du lemme 13 Soient F' et G deur QBF, x et y deux symboles propo-
sitionnels, () un lieur et ¢ un quantificateur.
Q=.1 Nous prowvons que si I*(F)(v) = I*(G)(v) alors I*(qzF)(v) = I*(qzG)(v) pour
toute valuation propositionnelle v. Par hypothése I*(F)(v) = I*(G)(v) donc

I"(F)(v[z := vrai]) = I"(G) (v[x := vrai])

et
I"(F)(v[z = faux]) = I"(G) (v[z := faux])
I"(qzF)(v) = io(I*(F)(v[z := vrai]), ["(F)(v[z := faux]))
et

I'(qzG)(v) = io(I"(G)(v[z = vrail), I*(G) (v]x := faux]))

avec o =V si g = J et o = A siq =V donc I"(qeF)(v) = I*(qzG)(v). Donc
qrF = qzG.
=2

I"(3zQ(zNG))(v)
= iv(I[*(Q(xAQ))(v[x := vrai]), [*(Q(zAG))(v[x := faux]))

Par le lemme technique O

I (Q(zAG)) (v[z := vrai))

= ip(v[z = vrai](z), [*(QG)(v[z := vrai]))
(vrai, I*([z — T)(QG))(v)) par le lemme A

(Qlz — THG))(v)

et I*(Q(zAG))(v[z := faux]) = is(faux, I*(QG)(v]x := faux])) = faux.
Done I*(FzQ(zN\G))(v) = I (Qlx — T](G))(v).
Q=.3 Idem Q=.2.

= ia
T*
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Lemme 14 Soient F, F' et G trois QBF, x un symbole propositionnel. Si F = F' alors

Q=.4 Idem Q=.2

Q=.5 Idem Q=.2

Q=.6 Directement de Q=.4 avec G = L

Q=.7 Directement de Q=.5 avec G = L

Q=.8 Directement de Q=.2 avec G =T

Q=.9 Directement de Q=.3 avec G =T
[z — FI(G) =[x < F'](G).

Démonstration du lemme 14 Par hypothése, F = F', donc I*(F)(v) = I*(F')(v). Le
lemme se démontre par induction structurelle sur G.

G=x

~
*

G=y#z

([z — Fl(z))(v)
I*(F)(v)
I () (vfz = I*(F)(v)])
() (v[z := I"(F")(v)])
I (F")(v)
I*([z < F)(z))(v)

G = —H (Preuves similaires pour A\, V, —, < et @)

I*([z = F](=H))(v)

I*(=[z — F](H))(v)
i-(I*([z — F|(H))(v))
par hypothése d’induction
i-(I*([z — F'](H))(v))
I"(=[z — F'|(H))(v)
I"([z — F')(—~H))(v)
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G=CEyH), z#y

I*([z < F((3y H)))(v)

= I"((Qy [z — FI(H)))(v)

= iv(I"([x < FJ(H))(v]y := vrai]), I"([z — F](H))(v[y := faux]))
par hypothése d’induction

— (I (l — FY(H)(oly = vrai]), I*([z — F/)(H))(v]y i= faux)))
I((3y o — F)(H)))(v)

— I([e — F)(Gy H)(v)

G=(3z H)

I*([z = F]((3z H)))(v)

= I'((3z H))(v)
= I"([x — F')((3z H)))(v)

G = (Vy H). La preuve est similaire au cas existentiel.
Lemme 15 La relation = est une relation d’équivalence pour les QBF prénexes.
Démonstration du lemme 15 La démonstration est similaire a celle du lemme [Tl

Lemme 16 Soient F et F' deux QBF prénexes.
- Si F = F alors F = F'.
— De plus si F' et F' sont deux QBF sans quantificateur alors F' = F' si et seulement
si F2F'.

Démonstration du lemme 16 Soient F' et F' deux QBF prénexes telles que F = F'.
Donc, par la définition pour toute valuation propositionnelle v et pour toute valua-
tion fonctionnelle sk, i, (I*(F)(v, sk), I*(F')(v,sk)) = vrai. Donc, par la définition [I3,
I*(F)(v,sk) = I*(F')(v, sk). Donc, pour sk = 0, I*(F)(v,0) = I*(F')(v,0). Donc, par
le lemme[d, I*(F)(v) = I*(F')(v). Donc, par la définition I3, i, (I*(F)(v), [*(F")(v)) =
vrai. Donc, par la définition [Z3,F = F'.

Maintenant, F = F' donc, par la définition 23, i, (I*(F)(v), [*(F')(v)) = vrai, pour
toute valuation v. Donc, par la définitionI3, I*(F)(v) = I*(F")(v). Donc, par le lemmel3,
I*(F)(v,0) = I*(F")(v,0). Donc, comme F et F' sont sans quantificateur, pour toute
valuation fonctionnelle sk, I*(F)(v, sk) = I*(F')(v, sk). Done, par la définition [I3,

i (I*(F) (v, sk), I*(F")(v, sk)) = vrai. Donc, par la définition[Z], F = F'.

Lemme 17 Soient F et F' deux QBF prénezes. Si F = F' et x un symbole propositionnel
lié ni dans F ni dans F' alors 3xF = 3z F" et Vo F = VxF'.

De plus, si F' et F' sont sans quantificateur, F = F’ et x un symbole propositionnel
alors AvF = JxF' et Vo F = VaF'.

Démonstration du lemme 17 Par hypothése F = F' donc par la définition cect
est équivalent o I*(F)(v, sk) = I*(F")(v, sk) pour toute valuation propositionnelle v, pour

10
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toute valuation fonctionnelle sk pour F et F'. Donc pour une valuation propositionnelle
quelconque v' telle que v =[x := 7], € BOOL,

I'"(F)(W'[z := 2], sk) = I"(F')(V'[x := ], sk)

~ Si sk’ ={(x — &)} Usk donc I*(3xF) (v, sk') = I*(FzF") (v, sk').

- Sinon (32 F)(, sk)
= iy([*(F)(W'[x := vrail], sk), [*(F)(V'[z := faux], sk))
= iy(I*(F")(V'[z := vrai], sk), I*(F') (v'[z := faux], sk))
= I*(FzF") (', sk)

— La preuve pour la quantification universelle est similaire au second item de la preuve
pour la quantification existentielle.
Le corollaire est obtenue en appliquant le lemme [Id et ce qui précéde.

Lemme 18 Soient F' et G deux QBF prénexes, H une formule propositionnelle, x ety
deux symboles propositionnels et QQ un lieur. Alors

(Q=.1) 3xIyF = IyJzF ;

(Q=.2) I*(VaVyF)(v, sk) = I*(VyVzF)(v, sk') avec sk et sk’ identiques a ceci prés que

les deux premieres colonnes sont permutées ;

(Q=.3) 3xQ(zAH) = 3xQ(zAlx — T|(H));

Q% 4) 3eQ(~aAH) = 3xQ(~aAls — 1](H))

(Q=.5) I"(VaQ(aVH))(v, sk) = I*(Q[z — L](H))(v, sk(faux)) ;

(Q%6) I*(VxQ(~aVH)) (v, sk) = I*(Qlz — TI(H))(v, sk(vrai)) ;

(Q=.7) Vox = |

(Q=.8) Vo—x = 1.

Démonstration du lemme 18 Q=.1 Nous démontrons que, pour toute valuation
propositionnelle v et valuation fonctionnelle sk, I*(Jz3yF) (v, sk) = I'*(JyFzF)(v, sk).
Nous n’examinons que le cas ot la valuation fonctionnelle sk est telle que sk = {(z +—
2), (y — 4)} Usk'; le cas ot il n'existe ni (x — ) ni (y — §) dans sk est similaire
a la démonstration de Q=.2 du lemme[I3.

(ﬂwﬂyfﬁ( sk)
= I"(F)(v[z := ][y := g], sK')
= I"(F)(vly := gl[z := ], sk')

= I*(HyﬂmF)(: sk)

Q=.2 Nous démontrons que I*(VYaxVyF)(v,sk) = I*(VyVzF)(v,sk) pour toute valua-
tion propositionnelle v et deur valuations fonctionnelles, sk et sk’, avec sk et sk’
identiques a ceci prés que les deuz premiéres colonnes sont permutées alors (en
posant vy, = vl[r := vrailly := vrai|, v,y = v[z = vrai]ly := faux], vzy = vz =
faux]y := vrai], vzy = v[z := faux]y := faux], vy, = v[y = vrai|[z := vrai],
vz = vly = vraillr := faux|, vy, = v[y = faux|[z = vrai], v = vy =
faux|[z := faux])
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(VxVyF) v, sk)

I*(F)(ny,Sk‘(VI'al)(VI'al)) I ( X
) (vzy, sk(faux)(vrai)), I* (F)(vgy, sk(faux)(faux)))
(F)(vy, sk(vrai)(vrai)), I*(F)(vge, sk(vrai)(faux

I )((vyx , sk(faux)(vrai)), I (li’z(vyx , sk(faux)(faux)))
) )
(F

( F)(vyy, sk(vrai)(fau
( (
12((
Zi(( * F)(vyx,sk(vral)(vral)) I*(F)(vyz, sk(faux)(vrai))),
in(
“(

I*(F
I*
F
I
I*(F)(vyg, sk(vrai)(faux)), I'* (F') (vygz, sk(faux)(faux)))
I*(F)(vyg, sk’ (vrai)(vrai)), I*(F)(vyz, sk’ (vrai) (faux))),
F)(vge, sk'(faux)(vrai)), I*(F) (vgz, sk’ (faux) (faux))))

in(

in(

in(

in(

in(

= in(
'A(I

I*(VyVazF) (v, sk’)

Q=.3 S’il n’existe pas de (x — %) € sk alors

I"(3zQ(zNH))(v, sk)
= ([ (Q(zAH))(v[z := vrail, sk), " (Q(xAH))(v[x := faux], sk))

Par le lemme techniquel :

~
*
—~
2
8
2
N
—~
=
8
|
<
Ixi
o
.L
Cl:
NA
~

k), I*(QH)(v]x := vrai], sk))
I ([¢ — THQH)) (v, sk)) par le lemme[d
A (Ql — TI(H))(v, sk))

et I'(Q(xAH))(v[z := faux], sk) = i, (faux, I*(QH)(v[z := faux], sk)) = faux.

Donc

in(I*(z)(v[x = Vral]
(z)(v][z := vrai], sk
in(I*(z)(v]x := vrai], sk

\_/\_/\_/

vrai], sk), I*(Qx — T|(H))(v, sk))
vrail, sk), I*(Q[z «— T|(H))(v[x := vrail, sk)).

De plus

I (FeQ(zA[z — TI(H)))(v, sk)
= iv(I*(Q(zA[x — T|(H)))(v[z := vrail, sk),
I(QeAfr — TI(H)))(v]z := faux], sk))

or par le lemme technique [l
I'(Q(xA[z «— T|(H)))(v[z := faux], sk) = faux

donc
I*(3zQ(zN|x «— T|(H)))(v, sk)

I"(Q(zA[xz — T|(H)))(v[z := vrail, sk)
in(I*(x)(v[x = vrai, sk), [*(Qx — T|(H))(v, sk)) par le lemme technique [

done I*(FzQ(xANH)) (v, sk) = I*(FzQ(axN[x — T|(H)))(v, sk).
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S’il existe sk = {(x — &)} U sk’ alors

I"(3zQ(zNH))(v, sk)

I(Q(zAH))(v[z := Z], sk’)
in(v[z = z)(z), I*(QH)(v[x := &, sk’)) par le lemme technique [l

De méme
IF(BzQ(zA[z — TI(H)))(v, sk)
F(QzA[z — T|(H)))(v[z := &), sk')
in(v[x = z)(x), I* TI(H))(v[z := &, sk")) par le lemme technique [l

(Qlz —
in(vlz = 2)(x), I"(Qz — T](H))(v, sk"))

Maintenant, si & = faux alors

I"(3zQ(zAH))(v, sk) = faux = I (FzQ(zN[x — T|(H)))(v, sk).

sinon

I*(3xQ(xAH)) (v, sk) = I"(QH)(v]x := vrail, sk)

et
I"QeQ(aNz — T|(H))) (v, sk) = I"(Qz — T|(H))(v, sk')

et par le lemme[d
I"(3xQ(zNH))(v, sk) = I"(FxQ(zA[z — T|(H)))(v, sk).

Q
Q

R 1R

4 La démonstration est similaire & celle de Q=.3.
.5

I"(VzQ(zVH)) (v, sk)
= iAn(I"(Q(zVH))(v[x := vrai], sk(vrai)), [*(Q(xVH))(v[z := faux], sk(faux)))

Par le lemme technique

iy (v := faux|(x), I"(QH)(v[x := faux], sk(faux)))
iv(faux, I*([z — L|(QH))(v, sk(faux))) par le lemme

I'(Q(xVH))(v[z := faux], sk(faux))
_ I*(Qlzx — L](H))(v, sk(faux))

et If(Q(x\/H))(v[m := vrai|, sk(vrai)) = ix(vrai, [*(QH)(v[z := vrail, sk(vrai))) =
Done I*(Y2Q(av H)) (v, sk) = I*(Qlz — L|(H))(v, sk(faux)).

Q=.6 La démonstration est similaire a celle de Q=.5.
Q=.7 & Q=.8 Les résultats Q=.7 et Q=.8 sont des conséquences directes de Q=.5 et
Q=.6.

Lemme 19 Soient F et F' deuxr QBF sans quantificateur, G une QBF prénexe, x un
symbole propositionnel. Si F = F' alors [x — F|(G) & [z «— F'](G).

13
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€ i ar récurrence sur les quantificateurs par le lemme
Démonstration du lemme 19 P l t t le |
pour le cas de récurrence puis pour le cas d’arrét par la congruence des connecteurs par
rapport & l’équivalence logique.

Lemme 20 Soient G une QBF prénexe, x un symbole propositionnel, F une QBF libre-
ment substituable pour x dans G. Alors (3z ((x—F)AG)) = [z «+— F|(G).

Démonstration du lemme 20

I @((r o F)AG))(v)
= iv(I*(((x=F)AG))(v]x := vrai]), [*(((z—=F)AG))(v[z := faux]))

Si I*(F)(v) = vrai alors

(396( S F)A ;)()

i\./—\
Q

i

)
== Q
E

8

I

<

=

o
.:.
~
’\4\_/

(
)(vlz —Vral])) I*(G)(v]z := vrai])),

(v
( ()( [96 :=Vral]) *(
) v[ = faux])), I"(G) vz := faux])))

I
/-\/\/-\/\/\/;\/-\/-\/-\/'\
>

ZA(
v(I*(G)(v [x —Vral]) faux)
I'(G)(v[x = vrai)

(@) (v]z == I*(F)(v)])

par le lemme [4

I*([z = FI(G))(v)

Si I*(F)(v) = faux alors

I"(Gz((z = F)AG))(v)
(z=F)AG))(vla := vrai]), I* (2= F)AG)) (v]z = faux]))

(
iv (I (( v

iv(in(I* (x> F)) (vl := vrai]), I (G) (v]z := vrail)),

in(I* (x> F)) (v]z = faux]), I"(G) (v]z := faux])))

EZA(Z o (I () (v]z == vrail]), I*(F) (v[z := vrail)), I"(G) (v[z := vrai])),
iv(

in(i

iv(

iv(

i (I () (0] := faux]), I"(F) (v[z := faux])), I*(G)(v]z := faux])))

in(ie (vrai, faux)I* (G)(v[z = vrai)),,)
i (faux, faux), I*(G)(v[z := faux])))
in(faux, I*(G)(v[z := vrail)), is (vrai, I*(G)(v]zr := faux])))
faux, I*(G)(v[z := faux]))
I(G)(ve := faux])
I(G) vl == I*(F)(v))
par le lemme [4

I*([z = FI(G))(v)

14
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Lemme 21 (complétude de la forme prénexe et des formes normales pour
I’équivalence qui préserve les modéles propositionnels) Pour toute QBF et selon
Uéquivalence qui préserve les modéles propositionnels, il existe une QBF prénexe qui lui est
équivalente, il existe une QBF sous FNN qui lui est équivalente, une QBF sous FND qui
lui est équivalente et une QBF sous FNC qui lui est équivalente. De plus, la linéarisation
termine et calcule une QBF équivalente sans bi-implication, ni ou exclusif; la mise sous
forme prénexe termine et calcule une QBF équivalente sous forme prénexe; la mise sous
FNN termine et calcule une QBF sous FNN équivalente ; la mise sous FND termine et
calcule une QBF sous FND équivalente ; la mise sous FNC par la méthode « académique »
termine et calcule une QBF sous FNC' équivalente ; la mise sous FNC par la méthode par
« renommage de formules » termine et calcule une QBF sous FNC équivalente.

Démonstration du lemme 21 La terminaison de la linéarisation, qui est obtenue grace
équivalences logiques(84) 0.3 et 0.30, est démontrée par récurrence sur le nombre de bi-
implications et de ou-exclusifs. La forme prénexe est obtenue par application de gauche a
droite des équivalences logiques 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12 et 1.13; la termi-
naison de cette mise sous forme prénexe est démontrée par récurrence sur le nombre de
connecteurs qui sépare la QBF d’une forme prénexe. La FNN est obtenue par application
de gauche a droite des équivalences logiques 1.3, 1.4, 0.1, 0.4, 0.5 et 0.6; la terminaison
de cette mise sous FNN est démontrée par récurrence sur le nombre de négations qui
ne portent pas sur un symbole propositionnel. La FND est obtenue & partir d’une forme
prénexe mise sous FNN par application de gauche a droite de l’équivalence logique 0.23;
la terminaison de cette mise sous FND est démontrée par induction sur la structure. La
FNC est obtenue a partir d’une forme prénexe mise sous FNN par application de gauche a
droite de l’équivalence logique 0.24 ; la terminaison de cette mise sous FNC « académique »
est démontrée par induction sur la structure.
La correction de la mise sous FNC par « renommage de formules » par l’algorithme 1
est démontrée par récurrence sur le nombre k de connecteurs binaires de la FNN prénexe
pour la propriété « si (Q3, D) = msfnc_renommage_formules(F,n), n entier quelconque
alors Q3D = F et est sous FNC ».
k =0 msfncorenommage_formules(M,n) = (e, M) donc = eM et M est bien sous
EFNC.

k>0 Soient G, x et vy, tels que |z|,|y| € SP et F = [z, «— (voy)](G). La QBF
G est sous FNN prénexe donc, par hypothése de récurrence alors Q3D = G et est
sous FNC, pour (Q3, D) = msfnc_renommage_formules(G,n). Sio = A alors cl =
(2o VEVY)A(m2n V)N (2, VY) (la preuve est similaire pour o = V) donc Q33z,(clAD)
est sous FNC. De plus Q33z,(cIAD) = Q332,((zn—(xzAy))AD) par le lemmell3 car
(2o VEVY)A(m2n VT )A (2, VY) = (2n—(xAY)). Enfin par le lemmelZ0, (2, (zAy)) li-
brement substituable dans D pour z,, donc Iz, ((zn—(xAYy))AD) = [z, — (xAy)](D)
et enfin par le lemme

Q332,(cIAD) = Q332 ((zn—(xAY))AD) = Q32 — (xAY)|(D) = [z, — (2AY)](G).

Lemme 22 (complétude des formes normales pour 1’équivalence qui préserve
les modeles QBF) Pour toute QBF préneze et selon l'équivalence qui préserve les

15
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modeles QBF, il existe une QBF sous FNN qui lui est équivalente, une QBF sous FND qui
lui est équivalente et une QBF sous FNC qui lui est équivalente. De plus, la linéarisation
termine et calcule une QBF équivalente sans bi-implication, ni ou exclusif; la mise sous
FNN termine et calcule une QBF sous FNN équivalente ; la mise sous FND termine et
calcule une QBF sous FND équivalente ; la mise sous FNC par la méthode « académique »
termine et calcule une QBF sous FNC équivalente.

Démonstration du lemme 22 La terminaison de la linéarisation, qui est obtenue grace
équivalences logiques® 0.3 et 0.30, est démontrée par récurrence sur le nombre de bi-
implications et de ou-exclusifs. La FNN est obtenue par application de gauche a droite
des équivalences logiques 0.1, 0.4, 0.5 et 0.6; la terminaison de cette mise sous FNN est
démontrée par récurrence sur le nombre de négations qui ne portent pas sur un symbole
propositionnel. La FND est obtenue a partir d’une FNN par application de gauche a droite
de ’équivalence logique 0.23; la terminaison de cette mise sous FND est démontrée par
induction sur la structure. La FNC' est obtenue a partir d’'une FNN par application de
gauche a droite de l'équivalence logique 0.24; la terminaison de cette mise sous FNC
« académique » est démontrée par induction sur la structure.

Lemme 23 (complétude de la mise sous FNC par la méthode « par renommage
de formules » pour ’équivalence qui préserve les modeles QBF) Pour toute QBF
prénexe et selon l’équivalence qui préserve les modéles QBF, la mise sous FNC par la
méthode par « renommage des formules » termine et calcule une QBF sous FNC. Si cette
QBF sous FNC admet un modéle QBF (v, sk U sk') tel que sk’ contient ’ensemble des
couples (e; — €&;) des symboles propositionnels existentiellement quantifiés introduit par la
méthode alors (v, sk) est un modéle QBF de la QBF initiale.

Démonstration du lemme 23 La démonstration est similaire a celle du lemme [Z1 en
remplacant le lemme L3 par le lemme I8 et le lemme 20 par le lemme [ZZ)

Lemme 24 Soient G une QBF prénexe, x un symbole propositionnel, F' une QBF sans
quantificateur librement substituable pour x dans G, v une valuation propositionnelle et sk
une valuation fonctionnelle qui ne contient pas de couple (z — ). Si (Jz ((z—=F)AQG))
admet pour modéle QBF (v, sk U {(x — )}) alors [v — F|(G) admet pour modéle QBF
(v,sk). Si [x — F|(G) admet pour modéle QBF (v, sk) alors il existe un booléen & telle
que (3z ((z—=F)AG)) admet pour modéle QBF (v, sk U{(x — &)}).

Démonstration du lemme 24 Si (v, sk U{(x — &)}) est un modéle.

16
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Si I'*(F)(v[x = 2|, sk) = vrai alors

)

k), I"(F)(v[x :== &, sk)), ["(G)(v[x := 7], sk))
G)(v]z := ], sk)
z], sk)) = vrai
car sk U{(z +— Z)} est un modéle QBF donc & = vrai et
= I*(G)(v[x := vrai], sk)
= I"(G)(v[x :=I*(F)(v, sk)], sk)
par le lemme [d

= I"(fx < FI(G))(v, sk)
Si I*(F)(v[x := %], sk) = faux alors

in(ie, (I (x)(v[z == &, sk), I*(F)(v[x == 2], sk)), " (G) (v]x := 7], sk))
= in(ie (2, faux), I*(G)(v]x := 2], sk)) = vrai
car sk U {(z > 2)} est un modéle QBF donc & = faux et
= I*(G)(v[z := faux], sk)
= I'(G)(v[x = I*(F)(v, sk)], sk)
par le lemme[d
= F(r — FI(G))(v, k)

Si (v, sk) est un modéle. La preuve est similaire a celle du lemme [Z20.

Lemme 25 (axiome et modeéle propositionnel) A tout aziome d’une QBF préneze
QM est associé un modele (propositionnel) pour la matrice M.

Démonstration du lemme 25 Un axiome d’une QBF prénexe close QM est une re-
lation de formules R non explicitement contradictoire contenant deuz classes donc tout
symbole propositionnel x du lieur est soit dans la classe de T, soit dans celle de T ; ainsi,
une valuation v peut étre associée a tout ariome de la maniére suivante v(x) = vrai si
[z]r = [T]r et v(z) = faux si [z]gr = [T]&.

Pour tout élément (Fx—Fy) desfe(M) tel que [(Fx—Fy)|r = [T|r, v*(Fx—Fy)) #
vrai que si [Fx| = [Fy] = [T] mais alors la régle 1 s’applique ce qui est contradictoire
avec le fait que c’est un azriome.

Pour tout élément (Fx—Fy) de sfe(M) tel que [(Fx—Fy)|r = [T|r, v*(Fx—Fy)) #
vrai que si [Fx] = [Fy] = [T] ou [Fx| = [Fy] = [T] ou [Fx| = [Fy] = [T] mais alors les
regles, respectivement, 3, 1 et 2 s’appliquent ce qui est contradictoire avec le fait que c’est
un axiome.

Donc par induction sur la structure, pour tout F de sfe(M) si [Flg = [T|r alors

v*(F) = vrai sinon [F|gr = [T|r et v*(F) = faux. Donc v est un modéle de M.

Lemme 26 (racine et QBF) Pour toute QBF prénexe close QM, (Q ; Idom([M] =
[T =QM.
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Démonstration du lemme 26 Pour toute QBF prénexe close QM ,

(@ Idoum([M] =[T])"

Q Nceraon (=1 (Appec (FoF))
> QMeT)

par le lemme 9

QM

2

1

Lemme technique 2 Soient Cy et Cy deux ensembles de formules propositionnelles, Fy
et F1 deux formules propositionnelles telles que Fy € Cy et Fy € Cy alors

(N FoFDAC N\ (FoFP)AR-F)= )\ (FoF)

F,F'eCy F,F'eC F,F’'cCyUCy

Démonstration du lemme technique 2 Ce lemme technique est une reformulation pour
Uinterprétation d’une relation de formules que si deuz éléments de deuz classes d’équivalence
a priori distinctes sont égauz alors les deux classes n’en forment en réalité qu’une seule.
Soient Cy et C7 deux ensembles de formules propositionnelles, Fy et Fy deux formules
propositionnelles telles que Fy € Cy et Fy € Cy alors par récurrence sur la taille de Cy

(N FoFPDAR-F)= N (FoF)
F,F'eCy F7FIEC()U{FO}

puis par récurrence sur la taille de Cy

(N FoFDAC N\ (FoFP)AR-F)= )\ (FoF)

F,F'eCy F,F'eC F,F’'cCoUCy

Lemme 27 (correction des régles de fusion) Soit la relation de formules R le résultat
de Uapplication d’une régle de fusion sur une relation de formules R alors R'™* = R*.

Démonstration du lemme 27 Par application du lemme technique B, du lemme[I7] et
des équivalences suivantes selon les régles.

(@ FXI=TLFI=TD . (X)) mm) = (XY IA=Y) = (=X o TIA (=Y
1. LEIELD - (X =) oY) = (XoY)ATY) = (X oT)ACY < T)).

2. GUEETLMZIT) - (X—v) e X) = (XoY)AX) = (XeT)AY =T)).

3. “(?Q; [‘?{jljﬂgﬁ%” F(A(X=Y)oT) = (XAY) = (XoT)A(-Y < T)).
/. Q[ Fy)|=[Fx))

C @ FEx—FLF=[T])

(X=Y)oF)A(Y<T) = (X=Y)oF)A(Y<THA(X—=Y)—-X)

5 @Q; [(Fx—Fy)]=[Fx])

C @ [(Fx—F) [Fx=[Fy))

(X=Y)oF)A(Y<X) = (X=Y)=FP)A(Y XA (X =Y )——X)
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6 (Q; [(Fx—Fy)]=[T]) .

(@ [(Fx—Fy)LIFx]=[T]) -~

(X=Y)oF)A(—X—T) = (X=Y) o F)A(-X—TA(X=Y)<-T)

7 @Q; [(Fx—Fy)=[T]) .
Q5 [(Fx—Fy)LIFY]=[T]) -

(X=Y)=oF)AY<T) = (X=Y)oF)ANY<T)AN(X=Y)=T)

S (Q; [(Fx—Fy)]=[T]) .
©(Q; [(Fx—Fy)L[Fx]=[Fy]) -

(X=Y)oF)ANX<Y) = (X=Y) o)A XY)A(X=Y)-T)

9 (Q; [(Fx—Fy)]=[Fy]) .
© (@ [(Fx—Fy)LIFx]=[T]) *

(X=Y)oF)ANX<T) = (X=Y)oP)A(X-oT)A(X—=Y)<Y)

Lemme technique 3 Si la relation de formules (¢ ; P) pour une QBF préneze close
QM est un aziome alors il existe un modéle (propositionnel) pour la QBF (e ; P)*.

Démonstration du lemme technique 3 Un aziome d’une QBF prénexe close QM est
une relation de formules R non explicitement contradictoire contenant deuz classes donc
tout symbole propositionnel x du lieur est soit dans la classe de T, soit dans celle de T ;
ainsi, une valuation v peut étre associée a tout axiome de la maniére suivante v(x) = vrai
si [x]gr = [T]r et v(z) = faux si [z]g = [T]g.

Pour tout élément (Fx—Fy) de sfe(M) tel que [(Fx—Fy)|r = [T|r, v*(Fx—Fy)) #
vrai que si [Fx]| = [Fy] = [T] mais alors la régle 1 s’applique ce qui est contradictoire
avec le fait que c’est un aziome donc v*(((Fx—Fy)—T)) = vrai.

Pour tout élément (Fx—Fy) desfe(M) tel que [(Fx—Fy)|r = [T|r, v*(Fx—Fy)) #
vrai que si [Fx] = [Fy] = [T] ou [Fx| = [Fy] = [T] ou [Fx| = [Fy] = [T] mais alors les
regles, respectivement, 3, 1 et 2 s’appliquent ce qui est contradictoire avec le fait que c’est
un aziome donc v*(((Fx—Fy)<—T)) = vrai.

Donc par induction sur la structure, pour tout F,F' € [T], v*((F—F’")) = vrai
donc v*(\p prepr) (FF")) = vrai et pour tout F,F' € [T], v*((F<F")) = vrai donc
U ((Ap,prem (FeF)A NF e (F—F"))) = vrai. Donc v est un modéle de (¢ ; P)*.

Démonstration du théoréme 1 — Correction du systéme QBF par rapport o la
sémantique des QBF : « Si la relation de formules Idgn ([M] = [T]) admet une
prevve dans le systeme Sqpr alors la QBF prénere QM est valide. » La démonstra-
tion est par induction sur la structure d’une preuve pour le propriété : « Si la relation
de formules (Q ; P) admet un arbre de déduction tel que toutes les feuilles soient
des azxiomes alors la QBF (Q ; P)* est valide. »

Azxiome : Par le lemme technique[3.
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20

\Y
Double négation : Soit un arbre de déduction  (Q ; [F,—~—F)) tel que toutes
(@ [F], [-—F])
les feuilles soient des axiomes alors par hypothese d’induction pour [’arbre de
\Y
déduction —~————, (Q ; [F,——F])* est valide donc, puisque F = ——F,
(@ [F,~=F))

par lemme techniqued, (Q ; [F,——F])* =2 (Q ; [F],[-—F)])* donc (Q ; [F],[-—F))*

est valide.

\Y
Régles de fusion : Soit un arbre de déduction R’ tel que toutes les feuilles soient
R
des aziomes alors par hypothése d’induction pour l'arbre de déduction z , R
R/
est valide donc, par le lemme [Z7, R* est valide.
\Y
3T : Soit un arbre de déduction R’ tel que toutes les feuilles soient des axiomes
R
. . , , , . \Y 1 .
alors par hypothése d’induction pour Uarbre de déduction i R™ est valide donc,
pour
R/* _

Q/\Cep\[T,m},[T,x](/\F,F’eC (FHF/))/\(/\F,F'e[T,m} (FHF/))/\(/\F,F/E[T@] (FHF,))

par le lemme technique [,

R" = Q (m<—>T)/\ /\CeP\[T,xL[TE}(/\F,F/eC (F<—>F’))/\(/\F’F/€m (FHFI))/\
(Appre) FSFDANp prep) FFDANpprem (FF))

donc

R" = Qz — TI( /\CEP\[T,m},ﬁ,z](/\RF'eC (FHF/))/\(/\F,F’G[T] (F—F"))A
(A et (FPUA A ety F= FOA g g (P )

est valide donc R* est valide.

La démonstration est similaire pour 3L.
d4+ : La démonstration est similaire au cas 3T et pour 3—.

v A\
Y : Soit un arbre de déduction R R"  tel que toutes les feuilles soient des
R
. . . . , _ \Y% A
axiomes alors par hypothese d’induction pour les arbres de déduction Vil et iR

R™ et R"™* sont valides donc, pour

R/* —
Q/\Cep\[T,m},ﬁ,z](/\F,F’eC (FHF/))/\(/\F,F'e[T,m} (FHF/))/\(/\F,F/E[T@] (FHF,))
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et

R//* —
Q /\cep\[T,f},[T,x](/\F,F'ec (FHFI))/\(/\F,F’G[T,E} (FHFI))/\(/\F,F’E[T@] (FeF"))

par le lemme technique [3,

R*=Q (xoT)AN Neep\r 70 Arpec FSFNNNAp e (FoF))A
(/\F,F/gm (FHF,))/\(AF,F’E[x} (FHF/))/\(/\F,F’E[E} (FeF)

et

R™ 2 Q (2T Neep (raymal Arprec ESFENANpperr (FoF)A
(A rerm) FoFNANp e (FF DA g pregs (Fo F'))

donc

R" = Qlr < T|( Ncep\(Ta, 77N pec ESF)NANApperm (FoF)A
(/\F,F'em (FHF/))/\(/\RF’e[x] (F<—>F’))/\(/\F7F,em (F—F")))

et

R"™ = Qz — L)( Acep\(ra,Fa(Arrec EF)NMAp e (FoF))A
(Appem (FFDMARpren EF)MARprem (Fo )

donc, par le lemme[], R est valide.

— Complétude du systeme QBF par rapport a la sémantique des QBF : « Si une QBF
préneze QM est valide alors la relation de formules Idgny([M] = [T]) admet une
preuve dans le systeme Sgpr. » Si une QBF prénexe est valide alors elle admet un
modéle QBF par le lemme. Soit (0, sk) le modéle QBF de QM , la preuve de racine
Idgn ([M] = [T]) se construit en trois phases : application a partir de la racine de la
regle d’élimination des doubles négations jusqu’a saturation ; application des regles
d’élimination des quantificateurs existentiel et universel selon l’ordre du lieur, en
particulier pour le quantificateur existentiel associ€ au symbole propositionnel x : la
regle 3T si sk = {(z — vrai),...} la régle 3L si sk = {(x — faux),...} ;application
des regles de fusion 4, 6, 7 et 9 qui sont complétes pour évaluer une expression
booléenne.

Lemme 28 (correction et complétude du systéme Sgpr enrichi par rapport a la
sémantique des QBF) Soit la relation de formules R' le résultat de l’application d’une
nouvelle régle de fusion sur une relation de formules R alors R™ = R*. Une QBF QM est
valide si et seulement si la relation de formules Idgy ([M] = [T]) admet une prewve dans
le systeme Sgpr enrichi.
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Démonstration du lemme 28 Pour les régles 10, 11, 12, 13, 14 et 15 cela revient a
démontrer, respectivement,

(FyQVzQ"; [y] = [T], [(x—y)] = [T)* = FyQV2Q"; [(z—y)] =[T])",
(FyQVzQ" ;5 [y] = [T], [(z—y)] = [y])* = Gy@QV2Q"; [(z—y)] = [v])",
F2Q'VyQ" ;s [z] = [T], [(z—y)] = [y])* = FzQ'VYQ" ; [(x—y)] = [y])",
(FyQVzQ"; [y] = [T, [(x—y)] = [7])* = (FyQV2Q" ; [(a—y)] = [7])",
(FzQVyQ" ;5 [7] = [T], [(z—y)] = [T])* = F2QVyQ" ;s [(x—y)] = [T])" et
(F2QVyQ" ;5 [7] = [T], [(z—y)] = [7])" = F2Q'WQ"; [(x—y)] = [2])"

ce qui est immédiat par, respectivement,

FyVr((r—y)e=T) = Iyve(((z—y)=T)A(y=T)),
YV ((z—y)eoy) = yVz((z—y)=y)Ay=T)),
F2Vy((z—y)ey) = vy (((r—y)=y)A(z=T)),
2y ((z—y)e—z) = FaVy(((r—y)=y)A(-y=T)),
J2Vy((z—y)eT) = Javy((z—y) =y A (-oeT)) et
¥y ((z—y)=T) = Iy (((z—y)—=y)A(-zeT))

Lemme 29 (correction et complétude du systéme S&‘? pp par rapport a la séman-
tique des QBF) Une QBF préneze close, QM , admet un modéle QBF, V, si et seulement
si, V.= Idoum([M] = [T]) admet une preuve dans le systéme S§pp-

Démonstration du lemme 29 La démonstration est un corollaire immédiat du théore-
mel et du lemme[Z8. Pour les instances de régles qui ne modifient pas la valuation (QBF,
la prémisse et la conclusion sont équivalentes au sens de la préservation des modéles
QBF. Pour les régles 3T%, A1 et V%, ce n’est que [’expression de la sémantique des
quantificateurs. Pour les régles 3T%, A1 ainsi que les regles 10%, 11%, 12%, 13%, 14% et
15, largument est le méme que pour le lemme [28.

Lemme 30 Soit Q un lieu, My une conjonction des clauses contenant un symbole propo-
sitionnel x sous sa forme de littéral positif, M_ une conjonction des clauses contenant x
sous sa forme de littéral négatif et M' une conjonction des clauses ne contenant pas x.
Alors

QIz((xVM A (—2VM_)AM') = Q((M_VM)AM')

et
QVz((xVM)A(—2VM_)AM') = Q((M_AM_)AM")

Démonstration du lemme 30 Soit @ un lieu, M une conjonction des clauses con-
tenant un symbole propositionnel x sous sa forme de littéral positif, M_ une conjonction
des clauses contenant x sous sa forme de littéral négatif et M’ une conjonction des clauses
ne contenant pas x. Alors

QIx((xVMy)A(~zVM_)AM')

Q[z — TI(((zvVM A (v M )AM))V]w — L](((zV M)A (—zv M_)AM)))
QUM AMV(MAM)

QUM VM)AM)

22



Démonstrations

et

QVz((zVMy)A(—~xVM_)AM')

[z — T)((xVM)N(—xVM)AM)) Az — L](((xVM)A(—~zVM_)AM')))
M_AM"YAN(MyAM"))

M_AM)AM")

(IO
LLO

Notation :
Par abus de notation nous définissons la fonction d’interprétation sur les gardes
ainsi :
(P, N1 ;o5 (P No)) =\ (b2 VPRV NR))
1<k<n
et 'opérateur ® sur les gardes ainsi :
((Pro N5 (P Vo)) @ ((PL VD) (P L)
= ((AVP]), (NVN)):
(PaAN(PONVX)IN(PoV '), NoA(NGVX)A(NoVAT)); ..
(PuN(PLNXINPNVX), Ny AN VX )A(N, VX))

avec X = ((mx1VP)A(x1VNy)), X" = ((mz1 VP )A(21VNT])) et

(P2, N2)s 5 (P, No)) = (P2, Na)s .5 (P, Np)) @ (Pg, NB); ... 5 (Ph, NY))

De plus Q; est une notation pour ¢;z; . .. qnTn €t Q* pour qiz1 ... ¢ix;

Démonstration du théoréme 2 Si une QBF prénexe, QM est non valide, une base
littérale bl de lieur Q et telle que sa garde soit uniquement constituée de (L, L) est elle
que bl* = QM.

Par le lemme 23, pour toute QBF prénexe valide, QM , il existe une QBF sous FNC,

QM ye, telle que QM = QM py.. Maintenant par récurrence sur le nombre de quantifica-
teurs :

~ 8i Q = ¢ alors nécessairement Mppe =T et (Q| T)* =T = QM.

— Soit Q = Q'qx alors il existe trois formules propositionnelles P, N et M' ne con-
tenant pas x et telles que Myn. = (((mxVP)AN(xVN))AM') (si x n’est pas présent
dans My alors P =T et N = T); par récurrence sur la QBF Q'M’ qui est sous
FNC, il existe une base littérale bl = (Q' | G) telle que bl* = Q'M’' et G* = M’ ;
donc (G5 (P,N))* = (G*N(—aVP)N(xVN))) = My et, par le lemme [T,

(Q'qz | G;(P,N))" = Q'qz(G"N(—2zVP)N(aVN))) = QM pne = QM.
Démonstration du théoreme 3 Soit une base littérale bl telle que
bl = (Q1$1 -+ qnTnp, (P17 Nl); ce (Pn7Nn))

et bl* = q1x1 . .. gnen M. La substitution [x1 < C1] ... [x; < C;] étant obtenue a partir d’un
modele QBF de bl* et la base bl étant optimale : pour tout k, 1 < k <1 st Cp, = T alors

23



Démonstrations

[z1 — C1] ... [xp—1 < Cr—1](Px) = T sinon Cy, = L et [x; «— C4]...[xg—1 — Cr_1](Ni) =
T. Mais alors, par la définition[T7, si C; = T (la démonstration est similaire pour C; = 1)

[.%'1 — Cl] e [xi—l — Cz—l](Nz) =T
si et seulement s’il existe un modeéle pour
Qit1Tit1 - - - GnTn[ry — C1] ... w1 — Ciq][zi — L)(M).

Or N;, étant uniquement composé des symboles propositionnels x1,...,x;—1, U'évaluer est
polynomial en temps par rapport a la taille de la formule Nj.

Lemme 31 (optimalité et minimalité) Soit bl une base littérale optimale alors bl* est
une QBF minimale.

Démonstration du lemme 31 Si l'interprétation de la base littérale n’est pas minimale
alors il existe un modéle (propositionnel) pour la matrice qui n’est pas dans un modéle
QBF donc il existe une séquence de gardes satisfaites par ce modéle (propositionnel) mais
au moins une de ces gardes n’aurait pas du l’étre puisque la base littérale est optimale.

Lemme 32 Soit VxQM une QBF. Siblt est un sat-certificat pour Q[z «— T|(M) et bl
est sat-certificat pour Q[z < L|(M) alors (blT o, bly) est un sat-certificat pour VzQM .

Démonstration du lemme 32 Soit Vxigoxs ... qrnxn,M une QBF.

Soit bl = (Q | (P2, Na);...; (P, Np)) un sat-certificat pour Qlz «— T|(M) et bl =
Q| (Py,N5);...;(P.,N})) un sat-certificat pour Qlx «— L|(M). Si x;, 2 < i < n,
est un symbole propositionnel universellement quantifié alors P, = N; = P/ = N/ = T
et ((mz;VP)N(x;VP])) = T et ((mz;VN;))A(z;VN])) = T. Si x;, 2 < i < n, est un
symbole propositionnel existentiellement quantifié avec sa fonction associée iz—r pour bl+
(la séquence des fonctions booléennes &) forme un modéle pour Q[xz «— T](M) et l’u-
nique modéle de bl%) et avec sa fonction associée i“ZL pour bl (la séquence des fonctions
booléennes & forme un modéle pour Q[xz «— LJ(M) et l'unique modele de bl ) alors
la valuation fonctionnelle constituée des %; tels que Z;(vrai) = & et 3;(faux) = &
vérifient v*(((—z;VP)A(x;VP]))) = vrai et v*(((—z;VN;)A(z;VN}))) = faux, constitu-
ant un modeéle pour Yriqaxs...qpr,M et unique modeéle de l’interprétation de la base
littérale (bl oy, bl,).

Démonstration du théoréme 4 La démonstration est par récurrence sur la longueur
du lieur d’une base littérale.
— Cas de Base : Soit Q = Jx.
- Si M = T alors certificat_par_recherche(3z, M) retourne bl = (3z | (T,L1))
alors bl* = 3x((—zVT)A(xVL)) = Jzx = JxM.
- SiM = 1 alors x M n’est pas valide et certificat_par_recherche(3xz, M) retourne
bl = non_valide.
- Si M = z alors certificat_par_recherche(3z, M) retourne bl = (3z | (T, L)) alors
bl* = Jx((—xVT)A(xVL)) ¥ Jzax = FaM.
- Si M = —x alors certificat_par_recherche(3xz, M) retourne bl = (3x | (L, T))
alors bl* = Jx((—~zVL)A(zVT)) = Jz—z = JxM.
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Maintenant soit Q = Vx. Si M = T alors certificat_par_recherche(Nz, M) retourne
bl = (Vx| (T, T)) alors bl* =V ((—zVT)A(zVT)) 2 VaT = VM. Sinon YxM n’est
pas valide et certificat_par_recherche(¥Yz, M) retourne bl = non_valide.

— Cas d’induction : Supposons que Q = JxQ’. Soit

bit = certificat_par recherche(Q', [z «— T|(M))

et
bl~ = certificat_par_recherche(Q', [z «— L](M)).

— Siblt = non_valide et bl~ = non_valide alors certificat_par_recherche(3xQ’, M)
retourne non_valide. Par hypothéses d’induction, les deur QBF Q'[x — T|(M) et
Q'[x — L](M) ne sont pas valides et alors 3xQ'M n’est pas valide.

— Si blt # non_valide (le cas pour (bt = non_valide et bl~ # non_valide) est sim-
ilaire) alors par hypothéses d’induction bl™ = certificat_par_recherche(Q’, [z «—
TH(M)) est un sat-certificat pour Q'|x «— T|(M) et 3xQ" | (T, L); grds(bl™)) est
un sat-certificat pour IxQ' M.

Maintenant supposons que Q = VxQ'. Si certificat_par_recherche(Q’, [z «— T]|(M))

retourne non_valide ou certificat_par_recherche(Q', [x «— T](M)) retourne non_valide

alors certificat_par_recherche(NxzQ', M) retourne non_valide. Par hypothése d’in-
duction une des deur QBF Q'[x — T|(M) ou Q'[x — L](M) n’est pas valide et alors

VxQ' M n’est pas valide.

Sinon, par hypothése d’induction bl = certificat_par_recherche(Q',[x < T](M))

est un sat-certificat pour Q'[x «— T|(M) et bl~ = certificat_par_recherche(Q’, [z «—

L)}(M)) est un sat-certificat pour Q'[x «— L](M) alors par le lemme[ZA (bIT o, bl™)

est un sat-certificat pour Vox@Q' M.

Lemme technique 4

((AV((Pry N1)s o5 (P No) ) INBV((Pry N1 -5 (Poy Ni))™))
= (((PIV(AAB)), (N1V(AAB)));...; ((PoV(AAB)), (N, V(AAB))))*

Démonstration du lemme technique 4

((AV((Pr, N1)s -5 (Poy Np) ) )ANBV((Pr, N1)s -5 (Pos Nn))™))
(AV Ai<i<y (b2 VE)A(@iVN:)))ABY Ny <<, (02 V) A (2:VNG))))
((AAB)V Ai<i<y (02 VE)A (@i VNG)))
Ni<icn (52 VE)V(AAB))A((2:V Ni)V(AAB)))
Ni<icn (02 V(PV(AAB)))A(z:V(N;V(AAB))))
((PV(AAB)), (N1V(AAB))); . (PuV(AAB)), (NnV(AAB))))*

Lemme technique 5

(P, N1)s. o (P, No)) AP N -3 (B, N3 D))
= ((PAP), (NIANT)); - -5 (PaAF), (NnANR)))*
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Démonstration du lemme technique 5

(( (P No))* NP1 N5 -5 (P N))Y)

(A1<i<n (G2 VPN @V N))A N\ )1<i<n (22 V) A(z:VN))
Ni<i<n (G2 VP)A (@ VN))A((mz:V P )N (2 VN)) )

/\1§@'§n ((m2:VE)A (2 VE]))A (VN A (2 V)

Ni<i<n (02 V(BAP))) A2V (NiANY)))

(PAP]), (NIANY)); -5 (PaAPy), (NnANG)))™

—~

Pl,Nl);...;

Lemme 33 Soient Q un lieur et bl,bl' € BLg tels que bl* = QM et bl"”" = QM alors
(bl @bl")* = QMg avec Mg = (MVM').

Démonstration du lemme 33 Le théoréme est vérifié par définition lorsque le lieur est
vide. Le théoréme est une conséquence directe du lemme suivant : Soient Q) un lieur non
vide et B, B € BL tels que B = (Q,G) et B' = (Q,G’) alors (G ® G')* = (G*VG™).
La démonstration de ce lemme est par induction.
— Cas de base : () = q1x1.
Soient B = (121, (P1,N1)) et B' = (q121, (P, N{)). Alors

((Pr, N1)*V(P{,Ny)")
= (=21 VP)A(21VIN))V((m21V P A(21VNT))) (1)
= ((mx1V(PLVP]))A(z1V(N1VINY)))

Par définition ((Py,N1) ® (P{,N7)) = ((PLVP]),(N1VNY)) alors

((P17N1) ® (P117N{))*
= ((raV(PVP)A(z1V(N1VNT)))
= ((Plle)*v(Pll7N{)*)

— Cas d’induction : Q = q121 ... gnTp.
Soient
B = (‘hxl - QnTn, (P17 Nl); s (PruNn))

et
B' = (q121- . @n@n, (P, N1)s- . .5 (Py, Ny,))
Alors par la définition [34

((Pl, Nl) oo (Py, Nn))*
Ni<k<n ((m2KVP)A(@kV N)) (2)
= ((pz1VPOA(@1VND))A[(P2, N2)s -5 (P, Np)J*

et
((P{,N1) ... (P, Ny))*

Ni<k<n (FzVP)A(@KVNE)) (3)
= ((m21VP)A (@1 VN]))A[(Pg; N3)s -5 (B, Np)J*
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Alors de ([@) et [3)

(((Pr, N1 ;-5 (Py Ni)) "V ((PL N -5 (P Np)))
= ((mxz1V(PVP]))A (mlv(vaN’)))/\

((maVP)V[(P3, N3)s -5 (B, Ny )I")A

((x1 VN V[(Py, N ... (P’ NN

(S VPOVI(Pa, No)i..5 (Pa, No) ')A

(@1 VNVI(Po, N . (P No)[)A

([(P2, Na)s -5 (P, N VI[(P, N3)s -5 (P N)TY)
Soient

X = ((—|$1\/P1)/\($1\/N1))

et

X' = ((ma1VP)A(z1VNY))
Alors de (), @), @) et du lemme[]

((PryN1)3 o5 (Poy Np) )"V (P N5 -5 (P NR)))
= ((—|1'1\/(P1\/P )) (1‘1\/(]\71\/]\7/)))
[(PVX), (NgVX)); .. (PR V), (N VA))*A
[(PaVAX"), (NoVX)); s (P VXY, (NG VX)) FA
([(P2s N2)s . o5 (Poy No)*V[(P3, N3); ... (B, N)IY)

Soit

= ((P2,N2);---;(Pn,Nn))®((P2’,N£);---;(Pé,N£))

Alors par [@), @) et le lemme[d
(P, N1)sos (P, N ))"V((PLN; - (B, N3 D))

= ((—|£C1\/(P1\/P1)) (xl\/(Nl\/Nl)))/\

(PAVX), (NJVX)); .5 (PN, (NI VA))FA
((P2VX) (N2V")); .5 ((PaVAT), (NaVAT))]*A
(P2, N2)i oo o3 (P No)I*

( 561\/(P1\/P1)) (xl\/(Nl\/N{)))/\
(

(

(

[
[
[
E
((PLVX)A(PNV X)) AP), (N VE)A(NGVAT)) ANG))*
= (P, N1)s o3 (P Nw)) @ (P, ND)s 5 (P, N

Lemme 34 Soient Q = q121 . .. gnZy un lieur non vide et bl = (Q, (P1,N1);...;

et bl' = (Q, (P, N7y);...; (P, N’)) deuz bases littérales.
Si (Bl @bl') = (Q, (P2, N?);...;(P2,N®)) alors pour tout i, 1 <i<n :

n n

PP = (BVPOAPN [\ ((ma; VPN VNONAEN - N\ (m2vP) A VN;)))

1<j<i 1<j<i

((PYVXY)N(PVX))AP2), (NSVX)A(NoVX)ANS)); - 5
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et

NP = (NVNOALRY N (2 VPO VNIDANY - N ((hzVP)A (V).

(2
1<j<i 1<j<i
Démonstration du lemme 34 La démonstration est par récurrence sur la taille du

lieur.
Cas de base : Le lemme est vérifié pour n =1 par définition car

/\ ((mz; VPN (z;VN]) =T

1<j<i
Cas de récurrence :

Q. (Pr, N1)s...; (Po, Ni)) @ (Q, (P{, NY)s .5 (P, V)

- (Q7 ((Plvpll)7 (Nl\/N{));
(PaA(PyVX)IN(PVAX"), NoA(NGVX)A(NoVAT)); ..
(PuN(PLNVXINP VXY, Ny A(NJVX)A(N VX))

avec X = ((mz1VP)A(x1VNY)), X' = ((—mz1VP])A(21VNY))
et Q, = q2%2...(dnTn
(Q,a (P2,N2); cee (Pn’Nn)) =

Par hypothése de récurrence pour tout i, 2 <i<n :

Pi= (PPN N\ (VA VNIDAENY - N\ (R VP A(2VN))))
2<j<i 2<j<i

et

Ni = (NVN)ANPY -\ (G VPN VND)ANY - N (m2V P A VN)))-
2<j<1 2<j<1

Donc pour tout i, 1 <1< n :

Pi@

= PiNBVX)N PV
= (BVPINEN Ni<jei (02 VYN VNPV N < i (2 VP A (25VNG)))

NP
= NANVX)A(N;VAT)
(NiVNHANBN Ni<joi (2 VPON@ VND)DADN]Y A1 <jei (02 VP)A(5VNG))).

Démonstration du théoréme 5 La démonstration est par récurrence sur le nombre de
quantificateurs.
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— Cas de base :
— Supposons que g = V.
- Si M =T alors
compilation_par_recherche(Nxx, M) = (Vx| (T, T))
alors
compilation_par_recherche(Nx, M) = Vo ((-azVT)A(xVT)) X VT = VoM
- Si M =z alors

compilation_par_recherche(¥Yx, M) = non_valide

alors
compilation_par_recherche(Nx, M )* = L = Vaxx = VoM

- 81 M = —z alors
compilation_par_recherche(Nx, M) = non_valide

alors
compilation_par_recherche(Nx, M)* = 1L = Ve—x = VoM

- Si M =1 alors
compilation_par_recherche(¥Yx, M) = non_valide

alors
compilation_par_recherche(Ne, M)* = L 2 Vxl =2 VaM

— Supposons que g = 3.
- SiM=T alors

compilation_par_recherche(3x, M) = (3x | (T, T))
alors
compilation_par_recherche(3z, M) = 3x((—xVT)A(xVT)) = JzT = JzM
- 81 M = x alors
compilation_par_recherche(3x, M) = (3x | (T, L))
alors

compilation_par_recherche(3z, M)* = x((—zVT)A(zVL)) = Jex = M
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30

- 51 M = -z alors
compilation_par_recherche(3x, M) = non_valide
alors
compilation_par_recherche(3z, M )* = Jx((—zVL)A(xVT)) = Jz—x = JaM
- Si M = 1 alors
compilation_par_recherche(3x, M) = non_valide

alors
compilation_par_recherche(3x, M)* = L = Jx 1 = oM

— Cas d’induction : Soit Q = qzQ’ et
bit = compilation_par_recherche(Q', [z «— T](M))

et
bl~ = compilation_par_recherche(Q', [z «— L](M))

Par hypothése d’induction,

(b7)" = Q'[x — T](M) (1)
and
(b7)" = Q'[w — L](M) (2)
— Nous supposons que (blT = non_valide) et (b~ = non_valide). Alors avec () et
@
Qo= TI(M)= L
and
Qo — (M) =1
alors
compilation_par_recherche(Q, M)* = L = QM.

— Nous supposons que (blT # non_valide) et (bl~ = non_valide). Si q = V la
démonstration est similaire au cas ((bI* = non_valide) et (b~ = non_valide)).
Sinon ¢ = 3 et de @)

Qlr = M) =1 3)
Maintenant soit
QM
= (QI(T,L)igrds(bl*)) (4)

= compilation_par_recherche(Q, M)*

et
QM = (bt (5)
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Par la définition [31
My = (mzVT)A(xV L) AM™T

alors
[t —T)(M ) =M" etz — LM, =1
alors
Q'le — TI(My)=Q'M™
et

Qe — (M) = 1
alors avec (@), [@) et @)
Q' — TI(My) = Q'lx — T)(M)

alors avec ([7) et @)
QM =QM

alors avec ()
compilation_par _recherche(Q, M)* = QM.

— Nous supposons que (bl = non_valide) et (bl~ # non_valide).
La cas est similaire au cas précédent.
— nous supposons que (bl # non_valide) et (b~ # non_valide).
Soit
QM = (Q | (T, L);grds(bi™))"

QM- = (Q | (L, T);grds(bl™))"

et
QMg
= (Q|(T,L);grds(blt)) ®(Q | (L, T);grds(bl™))*
= compilation_par_recherche(Q, M)*

Par le lemme [73,
M@ = (M+\/M7)

Soit
Q@M = oy

et
QM= (o)

Par la définition 34, ([@) et (I3)
My = (maVT)A(xVL)AM™T

alors
[ — T)(My) = M*

(15)
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et
v L(My) =1 (16)

Par la définition [33, [I0) et

M_ = (—mzVL)AN(zVT)AM™

alors
[z~ Tl(M-)= L (17)
et
[x — L|(M_)=M"~ (18)
Alors par ([I2), ([Z3) et [I7)
[#— T)|(Mg)=MT (19)
et par ([I[2), ([I0) et [I3)
[x — L|(Mg)= M~ (20)
Alors de (I9)
Q' — T|(Mg) = Q'M" (21)
et de (Z0)
Oz — LMy Q M~ (22)

Alors de (Z1), ([I3) et (@)

Q'lz — T|(Mg) = Q'[x — TJ(M)
et de (Z3), et @
Qr— LMy =Qz+— LM
alors

QMg = QM

alors de (1)
compilation_par_recherche(Q, M)* = QM.

Lemme technique 6 Soit Q1M une QBF prénexe valide et
(Q1] (P1,N1);...; (P, Ny)) = compilation_par_recherche(Qy, M).

Soient i, 1 < i < mn, et 01 = [x1 «— Ci]...[xi—1 <« Ci_1] une substitution telle que
pour tout k, 1 < k < i, si Cp = T alors [x; «— C1]...[xk—1 «— Cx_1](Px) = T sinon
[11 — C1]...[xp_1 — Cr_1](Np) = T.
Alors
compilation_par_recherche(Q;,o;—1(M))*

= Qi(Ai<j<n ((maVoi_1(P)))A\(x;Voi—1(N;))))
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Démonstration du lemme technique 6 Par le théoréme [3,

compilation_par_recherche(Qq, M)*
Q1(Ai<j<n (02 VP )A(2;VNG)))
Q1M

[ral

Alors
Qioii( N\ ((~2;vP)AajVN)) = Qioi—1 (M) (23)

1<j<n

Mais, par la définition de o;_1

oicil N\ ((F2VP)A(z;VN)))

1<j<n
= /\]igjgn((_'mjvai—l(Pj))/\(xjvai—l(Nj)))
Alors
Qioi—1( ((mz;VP)A(2;VN;)))
/\ (24)
= Qi Nicj<n ((hzVoi1 (P)))N\(2;Voi—1(Nj)))

Mais par le théoéréme A
compilation_par_recherche(Q;,oi—1(M))* = Qioi—1(M)
Donc, par (23) et ([Z3),

compilation_par_recherche(Q;, oi—1(M))*
= Qi Nicjon ((mzjVoi1(P)))N (2 Voi—1(N;)))

Lemme technique 7 Soit Q1M une QBF prénexe valide et
Q1| (P1,Ny);...5(Pn, Np)) = compilation_par_recherche(Q1, M).

Soient i, 1 < i < mn et o1 = [x1 «— Ci]...[x;—1 «— Cij_1] une substitution telle que
pour tout k, 1 < k < i, si Cx = T alors [x; «— C1]...[xk—1 < Cx_1](Px) = T sinon
[xl — Cl] PN [xk_l — Ck—l](Nk) =T. Soit

(Qi| (P, NH);...;(PL NY)) = compilation_par_recherche(Q;, o1 (M)).
Alors pour tout j, i < j < n, 0,1(Pj) = P]’ et o;_1(Nj) = N]Z
Démonstration du lemme technique 7 Par le lemme technique 3,

compilation_par_recherche(Q;, o;—1(M))*
= QilNicken ((CzrVoi1(Br))ANzpVoi-1(Ni))))

Par le théoreme [,

compilation_par_recherche(Q;,o;—1(M))*
= Qi(Aick<n (GzRVE) N2V NE)))

Alors, par induction, pour tout j, i < j <n, o;_1(P;) = P]? et o;_1(Nj) = N]Z
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Démonstration du théoreme 6 Nous devons démontrer que : Soit Q1M une QBF
prénexe et

Q1] (PN1);...;(Py, Ny)) = compilation_par_recherche(Q1, M).

Pour tout i, 1 < i < n, soit 0,1 = [x1 «— Cq]...[x;—1 «— Cij_1] une substitution telle
que pour tout k, 1 < k < i si Cp = T alors [x1 «— Ci]...[xp_1 «— Cr_1](Px) = T sinon
[xl — Cl] ce [xk_l — Ck—l](Nk) =T.
Alors

O'i—l(Pi) =T

si et seulement s’il existe un modeéele QQBF pour
et

Ui—l(Ni) =T

st et seulement s’il existe un modéle QBF pour

Qit10i-1[ri — LJ(A1<pen (52 VER)A(2kVNE))).

Par les propriétés de o;_1, ces conséquences sont équivalentes a :

O-ifl(Pi) =T
si et seulement s’il existe un modéle QBF pour
Qit1 Ni<pen ((CzpVoii[zi — TI(Bp)) AN @pVoi—i[z; — T](Nk)))
et
Ui—l(Ni) =T
si et seulement s’il existe un modele QBF pour

Qi1 Nicg<n ((hzpVoi—1[zi — L|(Pp))A(zkVoii]z; — L](Ng))).

Et, par le lemme technique[d, ces conséquences sont aussi équivalentes a

oi-1(F) =T
si et seulement s’il existe un modele QBF pour
compilation_par_recherche(Qi+1,0i—1[x; — T](M))
et
O-ifl(Ni) =T
si et seulement s’il existe un modéle QBF pour
compilation_par_recherche(Qi+1,0i—1[z; — L](M)).

Nous démontrons pour [x; < L], la démonstration pour T est similaire.
Par le théoréme[d,

QZ’M%Ql /\ ((ﬂmk\/Pk)/\(xk\/Nk))

1<k<n

alors

Qioi1 (M) = Qioia( \  ((maxVP)A(2kVNR)))

1<k<n
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alors, par la définition de o;_1,
Qioi—1(M)
= Qi((mziVoi—1(B))N (@ Voi-1(N;)))
A Nivi<ien (GzpVoi—1 (Pp))A(zgVoi-1(Nk)))

alors il existe un modéle QBF pour Qio;_1[z; «— L|(M) si et seulement s’il existe un
modele QBF pour

Qi(oi—1(N)A /\ ((mxpVoi—1[z; — L|(P))N(zkVoi—1[z; — L](Ng))))
i+1<k<n
si et seulement si o;—1(IN;) = T et il existe un modéle QBF pour
Qi1 N\ ((awvoii[zs — LJ(P)AlwrVoiafes — LI(Ny)))
i+1<k<n

alors si 0;—1(N;) Z T alors il existe un modéle QBF pour Q;y10;—1[x; «— L|(M) alors il
existe un modéle QBF pour Q;i10i—1[x; — L|(M) alors o;—1(N;) = T.

Maintenant s’il n’existe pas de modéle QBF Qiy10i—1|x; — L|(M) alors, par le lemme
technique [ et la définition de l’algorithme compilation_par_recherche, o;—1(N;) = L.

Démonstration du théoréme 7 — Cas de base :
— Cas d’induction : Par définition,

compilation_par _elimination(Q"™, (((—xnVPy)A(2n VN, ))AM'))
= (@" | (P, N1); 5 (Pns Nu))

donc
compilation_par _elimination(Q™, (((—2nV Pp)A(2n VN ))AM'))* ()
= Q"[Ai<icn—1 ((0zVP)A (i VIN)) IA((m2nV Pa) A2V N )
et
compilation_par_elimination(Q" ", ((P,VN,)AM'))
(@™ 1, (Pry N1 (P, Npm1)
et

compilation_par_elimination(Q" 1, ((P,VN,)AM'))*
= Q" Argizaor (CrVP)A@ V) 2
— Supposons que g, = 3. Soit, skU{(x,, — 2,)}, (la composante fonctionnelle d’)un
modéle de la QBF Q" 13z, (M'A((=x,VP,)A(x,VN,))), donc sk U {(z, — 2,)}
est aussi un modéle de Q" '3z, M' et

sk U {(x, — 2,)} est aussi un modéle de Q" 13z, ((=x,VP,)A(z,VN,))  (3)

Donc sk est un modeéle pour Q" M’ et, par les définitions[T4 etZl de la sémantique
du quantificateur existentiel, sk est un modéle pour Q"' (P,VN,). Donc sk est
un modéle pour Q"1 (M'A(P,VN,)) or par hypothése d’induction,

compilation_par_elimination(Q" =1, (M'A(P,VNy,)))*
>~ Q" HM' NP VNy))
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Donc sk est un modéle pour compilation_par_elimination(Q"~*, (M'A(P,V.N,)))*
donc, par (@), sk est un modéle pour Q"' Ni<icn_1 (kziVE)A(z:VN;)). Or,
par (3), skU{(x, — 2,)} est un modéle pour

Q" "Fzal N (zVP)A(@VN))A(~2nV Po) AV N,))

1<i<n—1
Donc par ), sk U {(z, — 2,)} est un modéle pour
compilation_par_elimination(Q™ 13z, (M'A((=x,VPp) A (2, V.N,))))*

La réciproque est similaire.

Supposons que g, = V. Ce cas est similaire au cas existentiel : la disjonction
introduite par la sémantique du quantificateur existentiel est remplacée par une
conjonction pour la sémantique du quantificateur universel; de méme la disjonc-
tion introduite par ’élimination de la variable existentiellement quantifiée dans
Ualgorithme est remplacée par une conjonction pour [’élimination de la variable
universellement quantifiée.

Démonstration du théoréme 8 — Cas d’induction :

36

— Supposons que ¢, = 3. Par hypothése d’induction

compilation_par_elimination(Q" !, (M'A(P,VN,))) =
Q" [ (P1,N1);-.; (Po1, No1))

est optimale :
Pour tout i, 1 <i<n-—1, soit [y — Cy]...[x;—1 « Cij_1] une substitution telle
que pour tout k, 1 <k <i si Cp, =T alors [y «— C1]...[xp—1 — Cr—1|(Px) =T
sinon [x1 «— Cq]...[xp—1 < Cr_1](Ng) = T.
Alors

[xl — Cl] e [,Il',l — szl](Pz) =T

si et seulement s’il existe un modéle QBF pour

qi+1%it1 - - - qnflxnfl[xl — Cl] ce [mi,l — Cl-,l][xi — T]((M,/\(Pn\/Nn)))
et

[xl — Cl] e [,Il',l — szl](Nz) =T
si et seulement s’il existe un modeéle QBF pour
Qit1Ti41 - - - qn_lxn_l[xl — Cl] R [xi—l — Ci_l][mi — L]((M/A(PnVNn)))

Maintenant, par hypothése sur la substitution [x1 «— Ci]...[zy,—1 < Cp_1], pour
tout i, 1 <i<mn-—1 (la QBF étant valide)

qi+1Tit1 - - - qnflxnfl[xl — Cl] R [mz — Cl]((M//\(Pn\/Nn))) =T
donc

Qit1Ti41 - - - qn_lmn_l[ml — Cl] ... [1‘2 — CZ']((M,/\H.%'n((—%'n\/Pn)/\(xn\/Nn)))) =T
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donc
Gis1Ti41 - - - Gno1Tn_13wn]m1 — C1] ... [m; — C (M AN(~2 VP A(@n VL)) = T
De plus pour n, supposons que
1 — C1].. [tnoy — Coa](P) =T

alors

1 — C1] .. [2n_1 — Co)(M'Alzn — TJ(((~2aVP)A(@,VNL))))) = T
done, x, & SP(M’),

[21 < C1] ... [tn_1 — Coa][zn — TI(M A(~2VP)A(@aVN,)) = T

La preuve est similaire avec [x1 « C1]...[xp—1 «— Cp_1](Nn) = T.
Réciproquement pour i, 1 <i<n—1, si

Qi+1Zit1 - - - Gn—1Zp—132p[x1 — C1] ... [7;  CJ(M'A((=2nV Pp) AN(2nVN))))
admet un modéle alors, puisque x, & SP(M'),
Qit1Tis1 - - Gn1Tn—1[T1 — C1] ... [1; — C;]J(M'AJzp((—2p VP )A (2 VN,)))) = T
alors
Git1Tit1 - - - n-1Tn-1[z1 — C1] ... [ — CJ(M'AN(PoVN,))) =T
donc par hypothese d’induction si C; = T alors [x1 «— C1]...[xi—1 «— Ci1|(P;) =
T sinon C; = L alors [x1 «— C4]...[zi—1 «— Ciq](N;) = T.

Réciproquement pour n,

[17 « C1]... [2n_1 — Cpi][zn — TI((M'A((m2,VP)A (2, VN)))) = T

donce, puisque x, ¢ SP(M')USP(P,) USP(N,),
[#1 — C]...[2pn_1 «— Cpi][zn « T|(M'AP,)) =T

donc
[1 — C1] ... [xp—1 — Cpa][zn — T(P,) =T

La preuve est similaire avec

[71 « C4]...[2ph 1 < Chi]lzn — L](M'A((m2n VP )N (2nVNL))) = T
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— Supposons que g, = V. Par hypothése d’induction

compilation_par_elimination(Q" L, (M'A(P,AN,))) =
Q" (P1,N1);...; (Po1, No—1))

est optimale :

Pour tout i, 1 <i<n-—1, soit [y — C4]...[x;—1 « Cij_1] une substitution telle
que pour tout k, 1 <k <i si Cp =T alors [z1 «— Cq]...[xk—1 — Cr_1](Px) =T
sinon [x1 «— Cq]...[xp_1 <« Ck_1](Ng)).

Alors

[561 — Cl] e [,Il',l — szl](Pz) =T
si et seulement s’il existe un modéle QBF pour
qi+1%it1 - - - qnflxnfl[xl — Cl] cee [mi,l — Cl-,l][xi — T]((M,/\(Pn/\Nn)))

et

[1‘1 — Cl] e [wi_l — Ci—l]Ni =T
si et seulement si il existe un modéle QQBF pour
Qir1Ti41 - - - qn_lxn_l[xl — Cl] R [xi—l — Ci_l][mi — L]((M/A(PnANn)))

Maintenant, par hypothése sur [x1 «— C1]...[xp—1 < Cp_1], pour tout i, 1 <i <
n—1 (la QBF étant valide)

Qit1Zig1 - - - qn-1Tn—1[z1 — C1] ... [2; — CiJ(M'A(PaANy))) =T

donc
Qis1Tit1 - - Gno1Tn_1]|x1 — C1] ... |2 — Ci|(M'AVZp (20 VP )A(2nANR)))) = T
donc
Git1Zit1 - - Gn—1Zp-1V2p[r1 — C1] .. [2; = CJ((M'A((m2pVP)AN(xnANR)))) = T

De plus pour n, la QBF étant valide, par le théoréme [} [vt1 «— Ci]...[Tn—1 «—
Cnal(Pp) =T et[ry — Ch]...[xn—1 — Cr1](Np) =T

Lemme technique 8 Soient G une QBF prénexe, x un symbole propositionnel, F une
formule propositionnelle ne contenant pas x, v une valuation propositionnelle et sk une
valuation fonctionnelle telle qu’il n’existe pas (x, &) dans sk. Alors

I Qzx((z—=F)ANG)) (v, sk) = I (G)(v[z := I"(F)(v, sk)], sk)
Démonstration du lemme technique 8

I Bz((z—=F)NG)) (v, sk)
= iv(I*(((x=F)AG))(v]z := vrail, sk), [*(((z—=F)AG))(v[z := faux], sk))
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Si I*(F)(v, sk) = vrai alors

I'Gx((z—=F)ANG)) (v, sk)
= iv(I* ((CEHF)/\G))(U[x = vrail, sk), I*(((x—=F)AG))(v[z := faux], sk))

~.
ﬁ>

(

(I*((zF)) (v := vrail, sk), I*(G) (v[z := vralil, sk)),
in(I*((z=F))(v[x = faux], sk), I*(G)(v]z := faux], sk)))

= iu(in(ics (I (2) (o[ == vrai], sk), I*(

in(ic (I () (v]z = faux], sk), I*(F)

= iy(in(ie (vrai, vrai), I*(G)(v][r := vralil, sk)),

(i
(
( F)(v[x := vrail, sk)), [*(G)(v]z := vrai, sk)),
E (v
Z/\EL_,(faux yvrai), I*(G) (v[z := faux], sk)))
v(
(
(

[z := faux], sk)), I*(G)(v[x := faux], sk)))

vrai, [*(G)(v[z := vrail, sk)), is (faux, I*(G)(v[x := faux], sk)))

= 7/\/

in(

I'*(G)(v]z := vrali, sk), faux)
G)(v[z := vrail, sk)

G)(vfz = I*(F)(v, sk)], sk)

7
I*
I

*

Si I*(F)(v, sk) = faux alors

I Bz((z—=F)NG)) (v, sk)
iv(I*(((z=F)AG)) (v][z := vrail, sk), I*(((x—F)AG))(v]z := faux], sk))
= iv(ia(I*((z=F))(v[z := vrail], sk), I*(G)(v]x := vrai], sk)),
in(I*((ze=F))(v[x = faux], sk), I*(G)(v]z := faux], sk)))
= iu(in (i (I* (@) (o] := vrai), sk), I* (F) (o[ = vrad], sk)), I*(G) (v] := vrail, sk))
in(ie (I*(2)(v[x = faux], sk), I*(F)(v]z := faux], sk)), I*(G)(v[z := faux], sk)))
= iy(in(ie (vrai, faux)I*(G)(v[z := vrai], sk), , )
in(ie (faux, faux), I*(G) (v[z := faux], sk)))
= iy(ia(faux, I*(G)(v][zr := vrail, sk)), ix(vrai, I*(G)(v[z := faux], sk)))
= iy(faux, I"(G)(v]zr := faux], sk))
= I"(G)(v[z := faux], sk)
= I"(G)(v[x :=I"(F)(v, sk)], sk)

Lemme 35 Soit QM une QBF prénexe et (Q3, D) = decompositiong(M,1).
Alors QM = QQ3D.

Démonstration du lemme 35 Nous notons C,, = (d,<z,) les équivalences générées
par Ualgorithme & la n™ itération, de méme en est-il des Gy, Dy, et Q, ; le nombre de
ces Cy, est le nombre p d’occurrences d’opérateurs dans la formule qui est aussi le nombre
d’applications de decompositiony. Nous démontrons pour une QBF prénere QF que pour
tout n,1 <n <p, QF 2 Q3z,...3z1(C1A ... (CLAG)).

Nous supposons par hypothése d’induction que

- 51 G, = x ou Gy, = —x alors le résultat est vérifié.
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- Si G, est telle que Gy, = [zp41 — dpt1](Gni1) alors

(C1iA - (CrA[zng1 — dni1](Gra)))
par le lemme technique B
32n+1(0n+1/\(01/\ e (Cn/\Gn+1)))
Hzn_H(Cl/\ - (Cn/\(Cn+1/\Gn+1)))

donc grace a Q=.1

Jz1 ... Fzn (CiA L (CuA[Znt1 — dnt1](Gra1)))

32’1 ‘e Hzn(Cl/\ . o (Cn/\Gn))
= dz1...32, 32,11 (C1A ... (CoAN(Cri1AGri1)))

Lemme technique 9 Soient G une QBF prénexe, x un symbole propositionnel, F une
formule propositionnelle ne contenant pas x, v une valuation propositionnelle et sk une

valuation fonctionnelle. Alors

I"(Vx((z—=F)—G)) (v, sk) = I'(G) (v[x := I"(F)(v, sk)], sk).

Démonstration du lemme technique 9

I'(Vz((z—=F)—G))(v, sk)

I'(Vz((z—=F)—QG))(v, sk)
= in(I*(((x=F)—Q))(v[x := vrai], sk), I*(((x—F)—G))(v[z := faux], sk))

Si I*(F)(v, sk) = vrai alors

(

in(I* ()~ G)) (vl 1= vrai], sk), I* (2 F)—G)) (vl := faux], sk)
inli (I*(v—F)) (vl = vrail, sk), I* (G) (v]z := vrai), sk)),
i(I*((x=F))(v[z := faux], sk), I*(G)(v[x := faux], s ))

(G )
i (i (I* (&) (0] += vrail, sk), I* (F) (vl == vrail, k), I*(G) (vl = vrail, sk))
i (ic (I*(x)(v[z := faux], sk), I*(F)(v[z := faux], sk)), I*(G)(v[z := faux], sk)))
in(i(ie (vrai, vrai), I"(G)(v]z := vrail, sk)),
i (i (faux, vrai), I'*(G)(v]z := faux], sk)))
in(io(vrai, I*(G)(v][zr := vrail, sk)), i_ (faux, [*(G) (v[z := faux], sk)))
z/\(I*( )(v]x = vrai], sk), vrai)

I (G)(v[x := vralil, sk)

1(G)(ole i= I*(F) (v, k)], sk)
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Si I*(F)(v, sk) = faux alors

I'(Ve((x—=F)—Q))(v, sk)
= in(I" (= F)=G))(v[z == vrai, sk), I* (((z = F) =) (v[z = faux], sk))
in(im (I (x> F)) (0] := vrai], sk), I (G) (v[z == vrail, sk)),
i (I"((x=F))(v[z := faux], sk), I*(G)(v[z := faux], sk)))
= ipn(is(ic(I*(z)(v[z = vrail, sk), [*(F)(v[z := vrail, sk)), [*(G)(v[z := vrai], sk)),
i (i (I*(x)(v[z := faux], sk), [*(F)(v[z := faux], sk)), [*(G) (v[z := faux], sk)))
= ip(io(io(vrai, faux), I*(G)(v[z := vrai], sk)),
i (i (faux, faux), I'*(G)(v]zr := faux], sk)))
= ip(io(faux, I*(G)(v[x = vrai|, sk)), i, (vrai, I"(G)(v]zr := faux], sk)))
i (vrai, I'*(G)(v]x := faux], sk))
I'"(G)(v[x = faux], sk)
= I"(G)(v[x :=I*(F)(v, sk)], sk)

Lemme 36 Soit l’algorithme de décomposition decompositiony ci-dessous :

Entrée: Une formule propositionnelle F
Entrée: Un entier n
Sortie: Une paire composée d’un lieur et d’une formule propositionnelle
sSiF=TouF=1ouF=-xoulF =x avecx €SP alors
retourner (¢, F)
sinon
F = [z, « (zoy)|(G), avec zy, |x|,|y| € SP
(Q, D) = decompositiony(G,n + 1)
retourner (QVz,, (((zoy)—=z,)—D))
fin si
Soit QM une QBF prénexe et (Qy, D) = decompositiony(M,1).
Alors QM = QQyD.

Démonstration du lemme 36 Nous notons C,, = (d,<z,) les équivalences générées
par Ualgorithme & la n®™ itération, de méme en est-il des Gy, Dy, et Q, ; le nombre de
ces Cy, est le nombre p d’occurrences d’opérateurs dans la formule qui est aussi le nombre
d’applications de decompositiony. Nous démontrons pour une QBF prénere QF que pour
tout n,1 <n <p, QF X QVz,...Vz1(C1— ... (Cr,—Gy)).

Nous supposons par hypothése d’induction que

- 51 Gy = x ou Gy, = —x alors le résultat est vérifié.
- Si Gy, est telle que Gy, = [zp41 < dpt1](Gnt1) alors

(Cr—= .. (Cr=lznt1 — dny1](Gria)))
par les lemme technique[d
V2n+1(Crp1—(C1— ... (Crn—Gny1)))
Va1 (Cr— ... (Crn—=(Cry1—Gns1)))
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donc grace a Q.1

Vz1...Vz(C1— ... (Cr—Gh))
Vzl . Vzn(Cl—> ce (Cn—>[2’n+1 — dn+1](Gn+1)))
Va1 ...V V241 (C1— .. (Cr—(Crhi1—Grt)))

11l

Lemme 37 Pour toute QBF prénexe close F il existe une QBF prénexe close sous forme
normale de contraintes G telle que ' = G.

Démonstration du lemme 37 Corollaire direct des lemmes[33 et[3ZA et de I’équivalence
logique :

(A= (B—C)) £ (=AvV(-BVO)) "Z

(RAV=B\VC) £ (<(AVB)VC) E ((ANB)—C)
Lemme technique 10 1. I*(VzQ(FAG))(v, sk) = vrai si et seulement si
I"(VxQF) (v, sk) = vrai et I*(VzQG)(v, sk) = vrai
2. st I*"(FzQ(FAG)) (v, sk) = vrai alors
I"(3zQF) (v, sk) = vrai et I"(32zQG)(v, sk) = vrai
3. I*(FzQ(FVQ)) (v, sk) = vrai si et seulement si

I'(3zQF)(v, sk) = vrai ou I*(32QG)(v, sk) = vrai

I*(VxQF) (v, sk) = vrai ou I"(VzQG)(v, sk) = vrai
alors I*(VxQ(FVG))(v, sk) = vrai

Démonstration du lemme technique 10 1. I*(V2Q(FAG))(v, sk) = vrai si et seule-
ment si

in(I*((FAG))(v[x := vrai], sk(vrai)), [*((FAG))(v]zx := faux]|, sk(faux))) = vrai
si et seulement si
I'((FAQG))(v[z := vrai], sk(vrai)) = vrai et I"((FAG))(v[z := faux], sk(faux)) = vrai

si et seulement si

*

~

(F)(v]z := vrai|, sk(vrai)) = vrai et
I'*(G)(v]x := vrai|, sk(vrai)) = vrai et
I'"(F)(v[z := faux], sk(faux)) = vrai et
I*(G)(v]z = faux], sk(faux)) = vrai

si et seulement si I*(VxQF)(v, sk) = vrai et I*(VxQG)(v, sk) = vrai.
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2. Soit I*(FzQ(FAG)) (v, sk) = vrai.
Si sk = (x,%) U sk’ alors

I'(Q(FAG))(v[x := ], sk) = vrai
alors
I'(QF)(vlx := &, sk) = vrai et I"(QG)(v[z := %], sk) = vrai
alors I*(3xQF) (v, sk) = vrai et I*(JzQG)(v, sk) = vrai.

Sinon

I"(3zQ(FAG)) (v, sk)
= iv(I*(Q(FAG))(v[z := vrail, sk), [*(Q(FAG))(v[z := faux], sk))

= wvral

si et seulement si

(I*(F)(v[z := vrai], sk) = vrai et
I*(G)(v[z := vrai], sk) = vrai) ou
(I*(Fz(v[az := faux], sk) = vrai et

I (G)(v]x := faux], sk) = vrai)

(I*(F)(v[z := vrai|, sk) = vrai ou
I*(F)(v[x := vrai|, sk) = vrai) et
(I*(G)(v[z := faux], sk) = vrai ou
I*(G)(v]z := faux], sk) = vrai)

st et seulement si
I"(3zQF) (v, sk) = vrai et I"(3zQG)(v, sk) = vrai

3. La démonstration est similaire a celle de 1.

4. La démonstration est similaire a celle de 2 en en inversant le sens.

Démonstration du théoréme 9 Grice au 1 et 2 du lemme techniquellll, par récurrence
sur le nombre de quantificateurs.

Lemme 38 (correction des régles) Soit une QBF prénexe close Q(KAF) avec K une
contrainte.

1. Si Qlspx)K est une instance d’un schéma contradictoire alors Q(KAF) est non-
valide.

2. 8i Qlspx)K est une instance d’un schéma tautologique alors Q(KNF) = QF.

3. Si Qlsp(x)K est une instance d’un schéma associé a une substitution instanciée
sur les symboles propositionnels de K en une substitution o au sein d’une régle de
propagation/simplification alors Q(KAF) = Q(XAc(F)) avec ¥ la formule proposi-
tionnelle associée a la substitution.
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4. 81 Qlspx)K est une instance d’un schéma associé a une substitution instancice
sur les symboles propositionnels de K en une substitution o au sein d’une régle de
propagation alors Q(KAF) = Q(XAc((KAF))) avec ¥ la formule propositionnelle
associée a la substitution.

Démonstration du lemme 38 1. Par le lemme techniqueIl, si Q(KAF) est valide
alors Q]SP(K)K et QF le sont aussi donc si Q]SP(K)K ou QF ne sont pas valides
alors Q(KAF) ne lest pas mon plus or Q|sp)K est une instance d’un schéma
contradictoire donc Q|sp(r) KK est non-valide donc Q(KAF') est aussi non-valide.

2. Qlspr)K est une instance d’un schéma tautologique donc K =T donc (KAF) = F
donc Q(KNF) = QF.

3. 3 étant la formule propositionnelle associée a la substitution o, (EAo((KAF))) =
(KAF) or o(K) = T puisque tous les symboles propositionnels sont forcés donc
QUEAF) = Q(Sha(F)).

4. ¥ étant la formule propositionnelle associée a la substitution o, (XNc((KAF))) =
(KAF) donc Q(KAF) = Q(XAc((KAF))).

Lemme 39 La relation ~ est une relation d’équivalence pour les contraintes quantifiées.

Démonstration du lemme 39 Trivialement la relation ~ est une relation d’équivalence
puisque T est une fonction (pour la transitivité).

Démonstration du théoreme 10 L’équivalence se démontre par récurrence sur le nom-
bre d’application de ’élimination des schémas tautologiques, des régles de propagation/sim-
plification et des régles de propagation et le lemme 8. La terminaison se démontre par
induction selon [’ordre lexicographique sur l’inclusion des lieurs et le nombre de contraintes
dans la matrice (si les lieurs sont identiques) : toute application des régles de propaga-
tion/simplification et des régles de propagation ote au moins un quantificateur du lieur et
la détection d’un schéma tautologique diminue le nombre de contraintes.

Lemme 40 Une contrainte quantifiée représentante d’un schéma est ce méme schéma
dont les littéraux ont €té substitués par des symboles propositionnels et les complémentaires
par des symboles propositionnels précédés d’une négation.

Soit le schéma QE, sa contrainte quantifiée représentante R et une base littérale opti-

male bl telle que bl* = R.

— Le schéma est contradictoire si et seulement si la base littérale est non_valide ;

— le schéma QE est tautologique si et seulement si la base littérale optimale bl est
équivalente a la base littérale (Q | (T, T)™) avec n le nombre de quantificateurs du
lieur;

— le schéma induit une régle de propagation (/simplification) si et seulement si toutes
les substitutions sont telles que :

— [z« T] si et seulement si grd(z,bl) = (
— [z« L] si et seulement si grd(z,bl) = ( ;
— [x — —y] si et seulement si grd(z,bl) = (—y,y) ;

T,1);
1,T)
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— [z« y] si et seulement si grd(z,bl) = (y, —y).

Démonstration du lemme 40 — Le schéma est contradictoire si et seulement si la
contrainte quantifiée représentante est non valide si et seulement si la base littérale
est non_valide.

— Soit {x;}1<i<n les symboles propositionnels de QR. Un schéma QE est tautologique si
et seulement si, par définition[{3, la matrice de la contrainte quantifiée représentante
QR de ce schéma est une tautologie si et seulement si R="T = Ny, (0 VT)A(2;VT))
si et seulement si QR = Q N\jcic, (mx;VT)A(z;VT)) si et seulement si bl* =
Q Ni<icn (m2iVT)A(2;VT)) si et seulement si bl = (Q | (T, T)™).

~ La base littérale étant optimale et réduite (w < v),

— grd(v,bl) = (T, L) si et seulement s’il existe uniquement un modeéle pour la QBF
Qlo — TI(R) ;

— grd(v,bl) = (L, T) si et seulement s’il existe uniqguement un modeéle pour la QBF
Qlo — 1](R) ;

— grd(v,bl) = (~w,w) si et seulement si ((—vV-w)A(vVw)) = T si et seulement si
(ve—w) = T si et seulement si [v «— —w] est une substitution de la régle induite
par le schéma ;

— grd(v,bl) = (w,~w) si et seulement si ((—vVw)A(vV—w)) = T si et seulement si
(v>w) = T si et seulement si [v «— w] est une substitution de la régle induite par
le schéma.
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