
Exer
i
e 2 Soient R, R0 et R00 trois relations binaires sur un ensemble E.Démontrer que� (R�1)�1 = R:� R�1 = R�1:� R0 � R$R0�1 � R�1� (R[R0)�1 = R�1 [R0�1:� (R�R0)�1 = R0�1�R�1:Corre
tion 2 � 8((e 2 E ^ e0 2 E) !(e(R�1)�1e0 $ e0R�1e$ eRe0))� 8((e 2 E ^ e0 2 E) !(eR�1e0 $ (e; e0) 62 R�1$ (e0; e) 62 R$ (e0; e) 2 R$ eR�1e0))� R0 � R $ 8e8e0((e 2 E ^ e0 2 E)!(eR0e0!eRe0))$ 8e8e0((e 2 E ^ e0 2 E)!(e0R0�1e!e0R�1e))$ R0�1 � R�1� 8((e 2 E ^ e0 2 E) !(e(R[R0)�1e0 $ e0(R [R0)e$ e0Re _ e0R0e$ eR�1e0 _ eR0�1e0$ e(R�1 [R0�1)e0))� 8((e 2 E ^ e0 2 E) !(e(R�R0)�1e0 $ e0(R�R0)e$ 9e00(e00 2 E ^ e0Re00 ^ e00R0e)$ 9e00(e00 2 E ^ e00R�1e0 ^ eR0�1e00)$ e(R0�1�R�1)e0))1



Exer
i
e 3 Soient l'ensemble E = Z � Z n f0g et la loi de 
ompositioninterne : (a; b)#(
; d) = (ad+ b
; bd)Montrer que� la loi # est 
ommutative,� (E;#) est un monoïde,Soit la relation sur E dé�nie par (a; b) � (
; d)$ad = b
. Montrer que� � est une relation d'équivalen
e ;� � est une 
ongruen
e pour #.Corre
tion 3 La loi # est 
ommutative :(a; b)#(
; d) = (ad+ b
; bd)= (
; d)#(a; b)Pour que (E;#) soit un monoïde il faut Asso
iativité de #((a; b)#(
; d))#(e; f) = (ad+ b
; bd)#(e; f)= ((ad+ b
)f + (bd)e; (bd)f)= (adf + b
f + dbe; bdf)= (a(df) + b(
f + de); b(df))= (a; b)#(
f + de; df)= (a; b)#((
; d)#(e; f))(0; 1) élément neutre de #(a; b)#(0; 1) = (a� 1 + b� 0; b� 1) = (a; b)� est une relation d'équivalen
e :Ré�exive : (a; b) � (a; b)$ab = abSymétrique : (a; b) � (
; d)$ad = b
$(
; d) � (a; b)Transitive : (a; b) � (
; d)$ad = b
(
; d) � (e; f)$
f = ed2



don
 adf = bed don
 af = be don
 (a; b) � (e; f).La relation d'équivalen
e � est une 
ongruen
e pour # :((a; b)#(e; f)) � ((
; d)#(g; h)) $ (af + be; bf) � (
h+ dg; dh)$ (af + be)dh = bf(
h + dg)$ afdh+ bedh = bf
h + bfdg(a; b) � (
; d)$ad = b
(e; f) � (g; h)$eh = fg �!(ad)(fh) + (eh)(bd) = (b
)(fh) + (fg)(bd)!((a; b)#(e; f)) � ((
; d)#(g; h))
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